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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, èçó÷àåìàÿ ñòóäåíòàìè òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé
â ðàìêàõ ó÷åáíîé äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè¿, òðàäèöèîííî âûçûâàåò òðóäíîñòè â îñâîåíèè ìàòåðèàëà, ïîñêîëüêó
òðåáóåò çíàíèé ñìåæíûõ äèñöèïëèí, òàêèõ, êàê ëîãèêà, ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç, îñíîâû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äð. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ
ñòåïåíü àáñòðàêöèè èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé è ¾íåïîõîæåñòü¿ òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé íà òðàäèöèîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû (èìååòñÿ ââèäó ìåòîäîëîãèÿ
è àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò), äàííàÿ äèñöèïëèíà ïðåäîñòàâëÿåò ìîùíûå ñðåä-
ñòâà ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòîì äëÿ
ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ íàóê, òàêèõ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ íà-
äåæíîñòè, òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè
è ïð.

Ýëåêòðîííûé òåêñòîâûé ðåñóðñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñáîðíèê çàäà÷ (ïåðâóþ
÷àñòü) äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ñáîðíèê çàäà÷ ñîäåðæèò äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèé
ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé. Êàæ-
äûé ðàçäåë ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîé òåìå ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ. ×àñòü
çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè, à òàêæå åñòü ïðè-
ìåðû äëÿ òåêóùèõ äîìàøíèõ çàäàíèé è ñàìîïîäãîòîâêè. Çàäà÷è ðàñïîëîæå-
íû ïî íàðàñòàíèþ ñëîæíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåïîäàâàòåëþ îáåñïå÷èòü ¾çà-
ãðóæåííîñòü¿ íà çàíÿòèè êàê ñèëüíûõ, òàê è îòñòàþùèõ ñòóäåíòîâ. Â êîíöå
çàäà÷íèêà ïðåäëîæåíû âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ ðàáîò è äèàãíîñòè÷åñêèõ òå-
ñòîâ.

Äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ â êîíöå çàäà÷íèêà åñòü ìàòåìàòèêî-
ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû.

Â òåìàòè÷åñêîì ïëàíå ðåñóðñ îõâàòûâàåò áîëüøóþ ÷àñòü ðàçäåëîâ ðàáî÷åé
ïðîãðàììû äèñöèïëèíû: îò ââåäåíèÿ â ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé
äî ôóíêöèé îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áëàãîäàðþ íàó÷íûõ ðåäàêòîðîâ Â.Ã.Ïàíîâà è Þ.Â.Íàãðåáåöêóþ çà ðÿä
öåííûõ çàìå÷àíèé, êîòîðûå ó÷òåíû ïðè ñîçäàíèè äàííîãî òåêñòîâîãî ðåñóðñà.

Áëàãîäàðþ Ò.Ñ.Âåñåëîâó çà ìåòîäè÷åñêóþ ïîìîùü ïðè îôîðìëåíèè ðå-
ñóðñà.

Þ.Â. Øàïàðü
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1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Êîìáèíàòîðèêîé íàçûâàåòñÿ ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ
âîïðîñû î òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, ïîä÷èíåííûõ òåì èëè èíûì
óñëîâèÿì, ìîæíî ñîñòàâèòü èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.

Ðàçìåùåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïîm (0 6 m 6 n) íàçûâàþòñÿm-ýëåìåíòíûå
êîìáèíàöèè, âûáðàííûå èç äàííûõ n ýëåìåíòîâ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà
ëèáî ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ, ëèáî ïîðÿäêîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ. ×èñëî ðàçìåùå-
íèé íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Am
n =

n!

(n−m)!

×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ïî ñóòè åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàç-
ìåñòèòü n îáúåêòîâ íà m ìåñòàõ.

Ïåðåñòàíîâêàìè èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàþòñÿ ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ
ïî n ýëåìåíòîâ. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

Pn = An
n = n!

Ïóñòü â n- ýëåìåíòíîì ðàçìåùåíèè íàõîäÿòñÿ k ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Ïåð-
âûé îáúåêò ïîâòîðÿåòñÿ n1 ðàç, âòîðîé � n2 ðàçà, . . . , k-é � nk ðàç. Ïðè ýòîì
n1 + n2 + . . .+ nk = n, à ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàññ÷èòûâàåòñÿ
ïî ôîðìóëå

Pn(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! · · · nk!
Ñî÷åòàíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m íàçûâàþòñÿ m-ýëåìåíòíûå êîìáèíà-

öèè, âûáðàííûå èç n ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà õîòÿ áû
îäíèì ýëåìåíòîì (ò. å. îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñîñòàâîì ýëåìåíòîâ). ×èñëî ñî÷å-
òàíèé Cm

n âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C m
n =

n!

m! (n−m)!

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïîm ïî ñóòè åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü
m îáúåêòîâ èç n îáúåêòîâ.

Åñëè ïðè óïîðÿäî÷åííîì âûáîðå m ýëåìåíòîâ èç n ýëåìåíòû âîçâðàùàþò-
ñÿ îáðàòíî, òî ïîëó÷åííûå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè. Èõ ÷èñëî íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Ãm
n = nm
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Åñëè ïðè íåóïîðÿäî÷åííîì âûáîðå m ýëåìåíòîâ èç n ýëåìåíòû âîçâðàùà-
þòñÿ îáðàòíî (îäíè è òå æå ýëåìåíòû ìîãóò âûíèìàòüñÿ ïî íåñêîëüêó ðàç,
ò.å. ïîâòîðÿòüñÿ), òî ïîëó÷åííûå êîìáèíàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñî÷åòàíèÿ
ñ ïîâòîðåíèÿìè, ÷èñëî êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

C̃ m
n = C m

n+m−1

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ. Åñëè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðâûé
îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n1 ñïîñîáàìè, âòîðîé îáúåêò B � n2 ñïîñîáàìè, òî
îáà îáúåêòà A è B â óêàçàííîì ïîðÿäêå ìîæíî âûáðàòü n1 · n2 ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ñëîæåíèÿ. Åñëè îáúåêò A ìîæíî âûáðàòü n1 ñïîñîáàìè, âòîðîé
îáúåêò B � n2 ñïîñîáàìè, òî âûáðàòü A èëè B ìîæíî n1 + n2 ñïîñîáàìè.

Çàäà÷è

1.1. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ìàðøðóòàìè ìîæíî ðàçíåñòè êîððåñïîíäåíöèþ
ïî 5 àäðåñàì?
1.2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0,
1, 2, 3: à) åñëè öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ; á) åñëè öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?
1.3. Ñòóäåíòàì íóæíî ñäàòü 4 ýêçàìåíà çà 8 äíåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ñäà÷è ýêçàìåíîâ?
1.4. Ñêîëüêî ïðÿìûõ ëèíèé ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç 8 òî÷åê, èç êîòîðûõ ðîâíî
3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?
1.5. Âîñåìü ñòóäåíòîâ, äîïîëíèòåëüíî çà÷èñëåííûõ â óíèâåðñèòåò, ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî 4 ãðóïïàì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü ïî ãðóïïàì òàê, ÷òîáû: à) îíè ðàñïðåäåëèëèñü ïîðîâíó ïî ÷å-
òûðåì ãðóïïàì; á) âñå îêàçàëèñü â îäíîé ãðóïïå; â) ïî 4 ñòóäåíòà ïîïàëè â
äâå ãðóïïû?
1.6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ íà ÷åòíûõ ìåñòàõ
ñòîÿò öèôðû 0, 2, 4, 6, 8?
1.7. Èìååòñÿ 5 êîíâåðòîâ áåç ìàðîê è 4 âèäà ìàðîê îäíîãî äîñòîèíñòâà.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü êîíâåðò ñ ìàðêîé äëÿ ïèñüìà?
1.8. Íà äåñÿòè ðàçëè÷íûõ æåòîíàõ íàïèñàíû áóêâû À, À, À, Å, È, Ê, Ì, Ì, Ò,
Ò. Æåòîíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåøàíû è âûëîæåíû â ðÿä. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì ñëîâî ¾ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ¿?

5



1.9. Ñêîëüêî ñëîâàðåé íóæíî èçäàòü, ÷òîáû ïåðåâîäèòü ñ ëþáîãî èç 5 ÿçûêîâ
íà ëþáîé äðóãîé èç ýòèõ ÿçûêîâ?
1.10. Ãðóïïà òóðèñòîâ èç 12 þíîøåé è 7 äåâóøåê âûáèðàåò ïî æðåáèþ 5
÷åëîâåê äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ óæèíà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ, ïðè êîòî-
ðûõ â ýòó ¾ïÿòåðêó¿ ïîïàäóò: à) îäíè äåâóøêè; á) 3 þíîøè è 2 äåâóøêè; â)
1 þíîøà è 4 äåâóøêè; ã) 5 þíîøåé?
1.11. Àâòîìîáèëüíûå íîìåðà ñîñòîÿò ëèáî èç òðåõ áóêâ è òðåõ öèôð, ëèáî
èç äâóõ áóêâ è ÷åòûðåõ öèôð. Íàéòè êîëè÷åñòâî òàêèõ íîìåðîâ, åñëè èñïîëü-
çóþòñÿ 12 áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà.
1.12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü äîçîð èç òðåõ ñîëäàò è îäíîãî
îôèöåðà, åñëè èìååòñÿ 4 îôèöåðà è 8 ñîëäàò?
1.13. Â êîëîäå 36 êàðò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî à) âûòÿíóòü 3 êàðòû;
á) âûòÿíóòü 3 êàðòû òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ îêàçàëàñü äàìà; â) âûòÿíóòü 3
êàðòû òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ îêàçàëàñü ïèêîâàÿ äàìà; ã) âûòÿíóòü 3 êàðòû
îäíîé ìàñòè?
1.14. Â êîëîäå 52 êàðòû. Íàóäà÷ó áåðóò 6 êàðò áåç âîçâðàùåíèÿ. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ïîëó÷èòü ýòè øåñòü êàðò, ÷òîáû à) ñðåäè íèõ áûëî 5 êàðò
îäíîé ìàñòè; á) ñðåäè íèõ ïðèñóòñòâîâàëè âñå ìàñòè; â) ñðåäè íèõ îêàçàëàñü
ïèêîâàÿ äàìà?
1.15. Ãðóïïà øàõìàòèñòîâ ñûãðàëà ìåæäó ñîáîé 28 ïàðòèé. Êàæäûå äâà èç
íèõ âñòðå÷àëèñü ìåæäó ñîáîé îäèí ðàç. Ñêîëüêî øàõìàòèñòîâ ó÷àñòâîâàëî â
ñîðåâíîâàíèÿõ?
1.16. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 9 îäèíàêîâûõ êîíôåò ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïÿòè
ðàçëè÷íûì ïàêåòàì, åñëè íè îäèí èç ïàêåòîâ íå äîëæåí áûòü ïóñòûì?
1.17. Ñêîëüêî îáûêíîâåííûõ äðîáåé ìîæíî ñîñòàâèòü èç ÷èñåë 3, 5, 11, 13,16,
17?
1.18. Â óðíå 5 áåëûõ è 8 ÷åðíûõ øàðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âû-
áðàòü: à) 2 øàðà ðàçíûõ öâåòîâ; á) 2 áåëûõ øàðà; â) 2 ÷åðíûõ øàðà?
1.19. Êîäîâîå óñòðîéñòâî ïÿòèðàçðÿäíîãî öèôðîâîãî çàìêà ñîñòîèò èç ïÿòè
âðàùàþùèõñÿ äèñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò øåñòü öèôð îò 0 äî 5. Òîëü-
êî îäíà (ïðàâèëüíàÿ) êîìáèíàöèÿ ïîçâîëÿåò îòêðûòü çàìîê. Íàéòè ÷èñëî
âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé.
1.20. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë 7 ìóæ÷èí è 7
æåíùèí òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå æåíùèíû íå ñèäåëè ðÿäîì?
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Îòâåòû

1.1. 120
1.2. à) 18; á) 192
1.3. 1680
1.4. 26
1.5. à) 2520; á) 4; â) 420
1.6. 112500
1.7. 20
1.8. 24
1.9. 20
1.10. 21; 4620; 420; 792
1.11. 3168000
1.12. 224
1.13. à) 7140; á) 2380; â) 595; ã) 336
1.14. à) 50193, á) 6854640, â) 2349060
1.15. 8
1.16. 70
1.17. 30
1.18. 40; 10; 28
1.19. 65

1.20. (7!)2 · 2
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2. Àëãåáðà ñîáûòèé

Ñëó÷àéíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå â ðåçóëüòàòå îïûòà ìîæåò ïðî-
èçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè. Ñîáûòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, çàãëàâíûìè
áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà A,B,C, . . . .

Ñîáûòèÿ, êîòîðûìè ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ îïûò, íàçûâàþòñÿ èñõîäàìè.
Ñîáûòèå Ω, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò â äàííîì îïûòå, íàçûâàþò äî-

ñòîâåðíûì. Ñîáûòèå ∅, êîòîðîå íå íàñòóïèò â äàííîì îïûòå, íàçûâàþò
íåâîçìîæíûì.

Ìíîæåñòâî Ω = {ωi}ni=1 (èëè Ω = {ωi}∞i=1) âñåõ âîçìîæíûõ âçàèìíî èñêëþ-
÷àþùèõ èñõîäîâ äàííîãî îïûòà íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé (èñõîäîâ).

Ñóììîé (îáúåäèíåíèåì) äâóõ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå ñîáûòèå
A+B (A ∪B), ñîñòîÿùåå â ïîÿâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé A èëè B.

Ïðîèçâåäåíèåì (ïåðåñå÷åíèåì) äâóõ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ íîâîå ñî-
áûòèå A ·B (AB, A∩B), ñîñòîÿùåå â ñîâìåñòíîì ïîÿâëåíèè A è B â äàííîì
îïûòå.

Ñîáûòèå A âëå÷åò çà ñîáîé ñîáûòèå B (A ⊂ B), åñëè â ðåçóëüòàòå íà-
ñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A íàñòóïàåò òàêæå ñîáûòèå B.

Ñîáûòèå A íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A, åñëè îíî ñîñòîèò
â íåíàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ A.

Íåñêîëüêî ñîáûòèé â äàííîì îïûòå íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè íà-
ñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèå ëþáîãî äðóãîãî.

Çàäà÷è

2.1. Óêàçàòü ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äëÿ ñëåäóþùèõ îïûòîâ:
à) ïîäáðàñûâàíèå äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé; á) ñòðåëüáà ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî
ïîïàäàíèÿ; â) íàáëþäåíèå çà âðåìåíåì áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà.
2.2. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò îäèí ðàç. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé, óêàçàòü ýëåìåíòàðíûå èñõîäû, áëàãîïðèÿòíûå ñîáûòèÿì:
A1={âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ};A2={âûïàëî íå ìåíåå 4 î÷êîâ};A3={âûïàëî
áîëåå 6 î÷êîâ}.
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2.3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòàâëåíà ïî ñõåìàì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêå 1.
ÑîáûòèåAi={ýëåìåíò ñ íîìåðîì i âûøåë èç ñòðîÿ}, i ∈ 1, 3. ÑîáûòèåB={öåïü
âûøëà èç ñòðîÿ}. Âûðàçèòü ñîáûòèÿ B è B ÷åðåç ñîáûòèÿ Ai.

Ðèñ. 1

2.4. Òðè ñòóäåíòà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ðåøàþò îäíó è òó æå çàäà-
÷ó. Ïóñòü ñîáûòèå A1={ïåðâûé ñòóäåíò ðåøèë çàäà÷ó}, A2={âòîðîé ñòó-
äåíò ðåøèë çàäà÷ó}, A3={òðåòèé ñòóäåíò ðåøèë çàäà÷ó}. Âûðàçèòü ÷åðåç
ñîáûòèÿ Ai, i ∈ 1, 3 ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: A={âñå ñòóäåíòû ðåøèëè çàäà÷ó};
B={çàäà÷ó ðåøèë òîëüêî ïåðâûé ñòóäåíò}; C={çàäà÷ó ðåøèë õîòÿ áû îäèí
ñòóäåíò}; D={çàäà÷ó ðåøèë òîëüêî îäèí ñòóäåíò}.
2.5. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω è âû÷èñëèòü åãî ìîù-
íîñòü äëÿ ñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ: 1) ÷åëîâåê íàóäà÷ó ïîäáèðàåò ïèíêîä;
2) ïîêóïàòåëü íàóãàä âûáèðàåò â êîíäèòåðñêîì ìàãàçèíå ïÿòü ïèðîæíûõ ÷å-
òûðåõ âèäîâ; 3) òðåì èãðîêàì â ïîêåð ðàçäàþò èç êîëîäû êàðò (52 øò.) ïî 4
êàðòû êàæäîìó; 4) øàõìàòèñò èãðàåò ñåðèþ èç 8 ïàðòèé, êàæäûé ðàç ôèê-
ñèðóÿ â ïðîòîêîëå ðåçóëüòàò Â, Ï èëè Í.
2.6. Ïîðàæåíèå áîåâîãî ñàìîëåòà ìîæåò íàñòóïèòü èëè â ðåçóëüòàòå ïîâðå-
æäåíèÿ îáîèõ äâèãàòåëåé (ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ D1 è D2), èëè â ðåçóëüòàòå
ïîïàäàíèÿ â êàáèíó ïèëîòà (ñëó÷àéíîå ñîáûòèå K). Ïðè îáñòðåëå ëþáîå ïî-
ïàäàíèå â ñîîòâåòñòâóþùèé àãðåãàò ñàìîëåòà ïðèâîäèò ê åãî ïîâðåæäåíèþ.
Ïóñòü A={ïîðàæåíèå ñàìîëåòà}. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé. Çàïèñàòü ñîáûòèå A â àëãåáðå ñîáûòèé êàê ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå èñõîäû,
òàê è ÷åðåç ñîáûòèÿ D1;D2;K.
2.7. Äâîå èãðàþò â øàõìàòû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ A={âûèãðàë ïåðâûé
èãðîê} è B={âûèãðàë âòîðîé èãðîê}. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ

A ·B, A ·B, B \ A, B \ A+ A \B ?
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3. Âåðîÿòíîñòü. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòè

×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ P, îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå A, íàçûâàåòñÿ âåðîÿò-
íîñòüþ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:

1) P (A) > 0 äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ A;

2) P (Ω) = 1;

3) P

( ∞∑
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai) äëÿ ëþáûõ A1, A2, . . . ∈ A, òàêèõ ÷òî Ai ·Aj = ∅

ïðè i 6= j.

Åñëè âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íà àëãåáðå ñîáûòèé, òî òðåòüÿ àêñèîìà
çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå: P (A + B) = P (A) + P (B) äëÿ ëþáûõ íåñîâìåñòíûõ
ñîáûòèé A è B, ïðèíàäëåæàùèõ A.

Òðîéêà (Ω,A, P ) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

P (∅) = 0; P
(
A
)

= 1− P (A).

Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ îïûò ñ n ðàâíîâîçìîæíûìè èñõîäàìè, îáðàçóþùè-
ìè ãðóïïó íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Èñõîäû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íàñòóïëåíèþ
ñîáûòèÿ A, íàçûâàþòñÿ áëàãîïðèÿòíûìè ñîáûòèþ A. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà m áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê ÷èñëó n âñå-
âîçìîæíûõ èñõîäîâ äàííîãî ñîáûòèÿ:

P (A) =
m

n

Äàííóþ ôîðìóëó íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.

Çàìå÷àíèå (¾óðíîâàÿ ñõåìà¿). Ïóñòü â óðíå ñîäåðæèòñÿ N øàðîâ,
ñðåäè êîòîðûõ M ÷åðíûõ è N −M áåëûõ. Íàóäà÷ó è áåç âîçâðàùåíèÿ âûíè-
ìàþò n øàðîâ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âûáîðêà ñîñòîèò èõ
m ÷åðíûõ è n−m áåëûõ øàðîâ, ðàâíà

P (A) =
C m
MC

n−m
N−M

Cn
N
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Çàäà÷è

3.1. Íà êàðòî÷êàõ íàïèñàíû áóêâû: Ë, È, Ò, Å, Ð, À. Íà ñòîë íàóäà÷ó
ïî îäíîé âûêëàäûâàþò 4 êàðòî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
ñëîâî ¾ÒÈÐÅ¿?
3.2 Â óðíå 20 øàðîâ ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , 20. Íàóäà÷ó âûáèðàþò 6 øàðîâ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü øàðû ñ íîìåðàìè 1 è 2.
3.3. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà
âûïàâøèõ î÷êîâ íå áîëüøå 3?
3.4. Â ïåðâîì ÿùèêå íàõîäÿòñÿ øàðû ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 4, 5, âî âòîðîì − ñ
íîìåðàìè 6, 7, 8, 9, 10. Èç êàæäîãî ÿùèêà âûíèìàþò ïî øàðó. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñóììà íîìåðîâ âûíóòûõ øàðîâ: à) íå ìåíüøå 7; á) ðàâíà 11 ?
3.5. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñëó÷àéíî ðàññàæèâàþòñÿ n ìóæ÷èí è n æåíùèí.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: à) íèêàêèå äâà ëèöà îäíîãî ïîëà íå
ñÿäóò ðÿäîì; á) åñëè ýòè ìóæ÷èíû è æåíùèíû îáðàçóþò n ñóïðóæåñêèõ ïàð,
òî ñóïðóãè ñÿäóò ðÿäîì.
3.6. Èç áóêâ ñëîâà ÏÀÐÀËËÅËÈÇÌ ïóòåì èõ ïåðåñòàíîâêè ñîñòàâëÿåòñÿ
íîâîå ¾ñëîâî¿. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîì ¾ñëîâå¿ ïîðÿäîê ãëàñíûõ
íå èçìåíèòñÿ?
3.7. Èç êîëîäû êàðò (52 øò.) Ãåðìàí íàóäà÷ó âûáèðàåò òðè êàðòû. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè êàðòû − ¾òðîéêà¿, ¾ñåìåðêà¿, òóç?
3.8. Èç 12 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ, ñðåäè êîòîðûõ 4 âûèãðûøíûõ, áåðóò 6.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ õîòÿ áû îäèí âûèãðûøíûé?
3.9. Ïîëíàÿ êîëîäà êàðò (52 øò.) äåëèòñÿ íàóãàä íà äâå ðàâíûå ÷àñòè ïî
26 êàðò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êàæäîé èç ïà÷åê îêàæåòñÿ ïî äâà
êîðîëÿ.
3.10. Â ëîòåðåéíîì áèëåòå íóæíî çà÷åðêíóòü 6 íîìåðîâ èç 49. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü óãàäàòü: à) 6 íîìåðîâ; á) 5 íîìåðîâ; â) 4 íîìåðà; ã) 3 íîìåðà;
ä) 2 íîìåðà; å) îäèí íîìåð?
3.11. Èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5 íàóãàä ñîñòàâëÿåòñÿ òðåõçíà÷íîå ÷èñëî áåç ïî-
âòîðÿþùèõñÿ öèôð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî áóäåò ÷åòíûì?
3.12. ×åòûðå øàðèêà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçáðàñûâàþòñÿ ïî ÷åòûðåì ëóí-
êàì; êàæäûé øàðèê ïîïàäàåò â òó èëè èíóþ ëóíêó ñ îäèíàêîâîé âåðîÿò-
íîñòüþ è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ; â êàæäóþ ëóíêó ìîæåò ïîïàñòü íåñêîëüêî
øàðèêîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îäíîé èç ëóíîê îêàæåòñÿ òðè øàðè-
êà, â äðóãîé − îäèí, à â äâóõ îñòàâøèõñÿ ëóíêàõ øàðèêîâ íå áóäåò.
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3.13. Â ãðóïïå 15 ñòóäåíòîâ, èç êîòîðûõ ÷åòâåðî � îòëè÷íèêè. Äëÿ íàïè-
ñàíèÿ òåñòîâîãî êîíòðîëÿ íàóäà÷ó èç ãðóïïû îòáèðàþò 7 ÷åëîâåê. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ ñòóäåíòîâ áóäåò íå áîëåå äâóõ îò-
ëè÷íèêîâ?
3.14. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàññòàâëåíî 40 êíèã, ñðåäè êîòîðûõ
íàõîäèòñÿ òðåõòîìíèê Ïóøêèíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè òîìà ñòîÿò
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (ñëåâà íàïðàâî), íî íåîáÿçàòåëüíî ðÿäîì.

Îòâåòû

3.1. 1/360
3.2. 3/38
3.3. 1/12
3.4. à) 1; á) 1/5
3.5. à) 2(n!)2/(2n)!; á) n! · 2n/(2n)!
3.7. 2, 9 · 10−3; 4, 8 · 10−4

3.8. 32/33
3.9. 0,39
3.10. P (k) = Ck

6 · C6−k
43 /C6

49, ãäå k− ÷èñëî óãàäàííûõ íîìåðîâ
3.11. 2/5
3.12. 3/16
3.13. 10/13
3.14. 3/14
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4. Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïðèìåíèìî, åñëè èìååòñÿ êîíå÷íîå
÷èñëî ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ. Åñëè æå ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ áåñêîíå÷íî è ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì, òî
èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Â åãî îñíîâå âåðîÿòíîñòè òðàêòóþòñÿ
êàê ¾äîëè¿ ìíîæåñòâà áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ âî ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)

Çäåñü µ(Ω) åñòü ìåðà ôèãóðû Ω, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâó âñåâîç-
ìîæíûõ èñõîäîâ, à µ(A)− ìåðà ôèãóðû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîæåñòâó áëàãî-
ïðèÿòíûõ ñîáûòèþ A èñõîäîâ.

Â êà÷åñòâå ìåðû ìîãóò âûñòóïàòü äëèíà, ïëîùàäü èëè îáúåì â çàâèñèìî-
ñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî µ(Ω) > 0.

Äàííóþ ôîðìóëó íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.

Çàäà÷è

4.1. Òî÷êó áðîñàþò íàóãàä â êðóã x2 + y2 6 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
à) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî öåíòðà êðóãà ïðåâûñèò 0,5; á) àáñöèññà òî÷êè áóäåò
íå áîëüøå 0,5; â) òî÷êà îêàæåòñÿ âíå êâàäðàòà, âïèñàííîãî â äàííûé êðóã.
4.2. Ëó÷ ëîêàòîðà ïåðåìåùàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåëü áóäåò îáíàðóæåíà â
óãëîâîì ñåêòîðå α ðàäèàí, åñëè ïîÿâëåíèå öåëè ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ îäè-
íàêîâî âîçìîæíî?
4.3. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò [0; 1]× [0; 1] íàóãàä áðîøåíà òî÷êà. Ïóñòü (ξ; η)−
åå êîîðäèíàòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ t2 + ξt+ η = 0
äåéñòâèòåëüíûå.
4.4. Íà îòðåçêå [a; b] íàóäà÷ó ñòàâÿò äâå òî÷êè. Ïóñòü x, y− èõ êîîðäèíàòû.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A,B,AB,A∪B, åñëè A={ðàññòîÿíèå ìåæäó âòî-
ðîé òî÷êîé è ëåâûì êîíöîì îòðåçêà ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâîé
òî÷êîé è ïðàâûì êîíöîì îòðåçêà}; B={ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ìåíüøå
ïîëîâèíû äëèíû îòðåçêà}.
4.5. Âûáèðàþòñÿ íàóäà÷ó äâà ÷èñëà èç îòðåçêà [0; 1]. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
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òîãî, ÷òî èõ ñóììà íå áîëüøå åäèíèöû, à èõ ïðîèçâåäåíèå íå áîëüøå 2/9?
4.6. Ñòåðæåíü ðàçëîìàëè íà òðè ÷àñòè â äâóõ òî÷êàõ, âûáðàííûõ íàóäà÷ó.
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî à) ïîñòðî-
èòü òðåóãîëüíèê; á) ïîñòðîèòü îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê; â) ïîñòðîèòü
òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 45 ◦, 45 ◦, 90 ◦ ?
4.7. Íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ òðè òî÷êè A, B
è C. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé?
4.8. Íà îòðåçêå AB äëèíû l íàóäà÷ó âûáèðàþò äâå òî÷êè M è N. Îïðåäå-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà M áëèæå ê òî÷êå N, ÷åì ê òî÷êå A.
4.9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òðåõ âçÿòûõ íàóäà÷ó îòðåçêîâ äëèíû
íå áîëüøå L ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.
4.10. Ïîñàäî÷íàÿ ñèñòåìà àýðîïîðòà îáåñïå÷èâàåò çàõîä íà ïîñàäêó â ñëîæ-
íûõ ìåòåîóñëîâèÿõ ñ èíòåðâàëîì ìåæäó ïîñàäêàìè ñàìîëåòîâ íå ìåíåå 5 ìèí.
Äâà ñàìîëåòà äîëæíû ïðèáûòü íà àýðîäðîì ïî ðàñïèñàíèþ: îäèí â 10 ÷, à
äðóãîé â 10 ÷ 10 ìèí. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîìó ñàìîëåòó ïðèäåò-
ñÿ óõîäèòü â çîíó îæèäàíèÿ, åñëè ïåðâûé ñàìîëåò ìîæåò âûéòè íà àýðîäðîì
ñ îòêëîíåíèåì îò ðàñïèñàíèÿ â ïðåäåëàõ ± 10 ìèí, à âòîðîé � â ïðåäåëàõ
± 5 ìèí ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíû îòêëîíåíèé îò ðàñïèñàíèÿ â óêàçàííûõ
ïðåäåëàõ ðàâíîâîçìîæíû?

Îòâåòû

4.1. a) 3/4; á) (8π + 3
√

3)/12π; â) 1− 2/π
4.2. α/2π
4.3. 1/12
4.4. P (A) = 1/2; P (B) = 3/4; P (AB) = 3/8; P (A ∪B) = 7/8
4.5. 1/3 + 2/9 ln 2
4.6. à) 1/4; á) 3 ln 2− 2
4.7. 1/4
4.8. 3/4
4.10. 1/4
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5. Òåîðåìû óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (ò.å. âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî (Ω,A, P )) óæå ïîñòðîåíà, à âåðîÿòíîñòè ò.í. ¾ïðîñòûõ¿ (âñïîìîãàòåëü-
íûõ) ñîáûòèé èçâåñòíû èëè ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü
¾ñëîæíîãî¿ ñîáûòèÿ, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå ñîáûòèÿ
ïðè ïîìîùè îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü
òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïî ñîáûòèþ B íàçûâàåòñÿ âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿA, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèåB ïðîèçîøëî. Óñëîâ-
íàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

P (A/B) = PB(A) =
P (AB)

P (B)
, P (B) > 0

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîÿâëåíèå èëè íåïîÿâ-
ëåíèå îäíîãî èç íèõ íå ìåíÿåò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ äðóãîãî. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé

P (A/B) = P (A), P (B/A) = P (B).

Òåîðåìà 1. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü äðóãîãî (ïðè óñëîâèè,
÷òî ïåðâîå ñîáûòèå ïðîèçîøëî)

P (A ∩B) = P (AB) = P (A)P (B/A) = P (B)P (A/B).

Ýòà ôîðìóëà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ëþáîãî ÷èñëà ñîáûòèé. Â ÷àñòíîñòè,
âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ñîáûòèé

P (ABC) = P (A)P (B/A)P (C/AB).

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé P (AB) = P (A)P (B).

Òåîðåìà 2. Âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B ðàâíà

P (A ∪B) = P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B âåðîÿòíîñòü èõ ñóììû

P (A+B) = P (A) + P (B).
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Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ñëîæíîãî ñîáûòèÿ áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ:

P (A) = 1− P
(
A
)
.

Çàäà÷è

5.1. Ïî ìèøåíè ïðîèçâîäèòñÿ òðè âûñòðåëà. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ïðè
ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì âûñòðåëàõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,4; 0,5 è 0,7.
Ñ÷èòàÿ ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ñîáûòèÿìè íåçàâèñèìûìè, íàéòè âåðîÿòíîñòè
ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: à) ðîâíî îäíî ïîïàäàíèå; á) õîòÿ áû îäíî ïîïàäàíèå; â)
ðîâíî äâà ïîïàäàíèÿ; ã) õîòÿ áû äâà ïîïàäàíèÿ; ä) òðè ïîïàäàíèÿ.
5.2. Ïÿòíàäöàòü ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñîäåðæàò ïî äâà âîïðîñà, êîòî-
ðûå íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ñòóäåíò ïîäãîòîâèë 25 âîïðîñîâ èç 30. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ýêçàìåí áóäåò ñäàí, åñëè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòâåòèòü íà
äâà âîïðîñà îäíîãî áèëåòà èëè íà îäèí âîïðîñ áèëåòà è íà îäèí äîïîëíèòåëü-
íûé âîïðîñ èç ýòèõ æå 30 âîïðîñîâ.
5.3. Ñòóäåíò âûïîëíÿåò òåñò. Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ çàäà÷. Äëÿ êàæäîé çà-
äà÷è ïðåäëîæåíî 5 âàðèàíòîâ îòâåòîâ, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí ïðàâèëüíûé.
Ñòóäåíò âûáèðàåò îòâåòû íàóäà÷ó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîéäåò
òåñò, åñëè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âåðíî ðåøèòü õîòÿ áû äâå çàäà÷è?
5.4. Íà ðèñóíêàõ 2-8 ïðèâåäåíû ñõåìû ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ
öåïü ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì. Îòêàçû ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèÿìè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû (íàäåæíîñòü) êàæäîé ñõåìû, åñëè íàäåæíîñòü k-ãî ýëåìåíòà pk = 0, 6;
k ∈ 1, 12.

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

5.5. Çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè àìåáà ìîæåò ïîãèáíóòü ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 1/4, âûæèòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 è ðàçäåëèòüñÿ íà äâå ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2. Â ñëåäóþùèé òàêîé æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè ñ êàæäîé àìåáîé íåçàâèñè-
ìî îò åå ¾ïðîèñõîæäåíèÿ¿ ïðîèñõîäèò òî æå ñàìîå. Ñêîëüêî àìåá è ñ êàêèìè
âåðîÿòíîñòÿìè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ê êîíöó âòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè?
5.6. Âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè òðåõ âûñòðåëàõ
ðàâíà 0,973. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì âûñòðåëå, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå íåçàâèñèìû è ðàâíîâåðîÿòíû.
5.7. Êëèåíò áàíêà ðåøèë ñíÿòü äåíüãè â áàíêîìàòå, íî çàáûë ïîñëåäíèå äâå
öèôðû ïèíêîäà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëèåíò âåðíî ââåäåò ïèíêîä ñ
ïåðâîé ïîïûòêè ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: 1) êëèåíò ïîìíèò, ÷òî ýòè öèôðû
îäèíàêîâûå; 2) ïîìíèò, ÷òî öèôðû ðàçëè÷íûå; 3) âñïîìíèë, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
öèôðà 1; 4) íè÷åãî íå ïîìíèò.
5.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãðóïïå èç 23 ñòóäåíòîâ íå ìåíåå äâóõ
ñòóäåíòîâ ðîäèëèñü â îäèí äåíü.
5.9. Îõîòíèê ñòðåëÿåò â ëîñÿ ñ ðàññòîÿíèÿ 100 ìåòðîâ è ïîïàäàåò â íåãî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,5. Åñëè ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ïîïàäàíèÿ íåò, òî îõîòíèê ñòðå-
ëÿåò âòîðîé ðàç, íî ñ ðàññòîÿíèÿ 150 ì. Åñëè íåò ïîïàäàíèÿ è â ýòîì ñëó÷àå,
òî îõîòíèê ñòðåëÿåò òðåòèé ðàç, ïðè÷åì â ìîìåíò âûñòðåëà ðàññòîÿíèå äî ëî-
ñÿ ðàâíî 200 ì (ëîñü ¾ðàâíîìåðíî¿ óáåãàåò, ïîêà îõîòíèê ¾ðàâíîìåðíî¿ ïðè-
öåëèâàåòñÿ). Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà
êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò îõîòíèêà äî ëîñÿ, îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â ëîñÿ ñ òðåõ âûñòðåëîâ.
5.10. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñòóäåíòà ïåðâîãî êóðñà íà âòîðîé ðàâíà 0,9, à âå-
ðîÿòíîñòü óñïåøíîãî îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà ðàâíà 0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñòóäåíò âòîðîãî êóðñà îêîí÷èò óíèâåðñèòåò?
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Îòâåòû

5.1. à) 0,36; á) 0,91; â) 0,41; ã) 0,55; ä) 0,14
5.2. 0,936
5.3. 0,104
5.5. 0, 1, 2, 3, 4 àìåáû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñ âåðîÿòíîñòÿìè
11/32; 4/32; 9/32; 4/32; 4/32 ñîîòâåòñòâåííî
5.6. 0,7
5.7. 1) 0,1; 2) 0,011; 3) 0,1; 4) 0,01
5.8. 0,5073
5.9. 95/144
5.10. 8/9
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6. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà
Áàéåñà

Òåîðåìà 3. Ïóñòü H1, H2, . . . , Hn− ïîëíàÿ ãðóïïà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ

ñîáûòèé (ãèïîòåç), ò.å.
n∑
i=1

Hi = Ω, Hi · Hj = ∅, i 6= j, ñîâìåñòíî ñ îä-

íèì èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi)P (A/Hi)

Ïðè ýòîì P (Hi) íàçûâàþò àïðèîðíûìè (äîîïûòíûìè) âåðîÿòíîñòÿìè ãè-
ïîòåç. Çàìåòèì, ÷òî

n∑
i=1

P (Hi) = 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü H1, H2, . . . , Hn− ïîëíàÿ ãðóïïà ãèïîòåç íåêîòîðîãî ñî-
áûòèÿ A. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Áàéåñà:

P (Hi/A) =
P (Hi)P (A/Hi)
n∑
k=1

P (Hk)P (A/Hk)
, i = 1, 2, . . . , n.

Äàííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ¾ïåðåñ÷èòàòü¿ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîøëî.

Âåðîÿòíîñòè P (Hi/A) íàçûâàþòñÿ àïîñòåðèîðíûìè (ïîñëåîïûòíûìè) âå-
ðîÿòíîñòÿìè ãèïîòåç.

20



Çàäà÷è

6.1. Â òèðå èìååòñÿ 6 ðóæåé. Âñëåäñòâèå ðàçíèöû â ïðèñòðåëêå ðóæåé
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ äëÿ äâóõ èç ýòèõ ðóæåé ðàâíà 0,8, äëÿ òðåõ � 0,9, äëÿ
îäíîãî 0,3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè îäíîì âûñòðåëå, åñëè
ðóæüå âûáèðàåòñÿ íàóäà÷ó.
6.2. Íà ðèñóíêå 9 èçîáðàæåíà ñõåìà äîðîã. Òóðèñòû âûõîäÿò èç ïóíêòà A,
âûáèðàÿ êàæäûé ðàç íà ðàçâèëêå äîðîã äàëüíåéøèé ïóòü íàóäà÷ó. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè ïîïàäóò â ïóíêò B?

Ðèñ. 9

6.3. ×èñëî ãðóçîâûõ ìàøèí, ïðîåçæàþùèõ ïî øîññå ìèìî áåíçîêîëîíêè
îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó ëåãêîâûõ, ïðîåçæàþùèõ ïî òîìó æå øîññå, êàê 3:2. Âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò çàïðàâëÿòüñÿ ãðóçîâàÿ ìàøèíà, ðàâíà 0,1, ëåãêî-
âàÿ − 0,2. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàøèíà, ïîäúåõàâøàÿ ê çàïðàâ-
êå, ãðóçîâàÿ?
6.4. Èç 10 ñòóäåíòîâ, ñäàþùèõ ýêçàìåí ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, äâà ñòó-
äåíòà çíàþò ïî 20 áèëåòîâ èç 30, îäèí ñòóäåíò çíàåò 15 áèëåòîâ, îñòàëüíûå
çíàþò âñå áèëåòû. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííûé èç
ñïèñêà ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí, åñëè çíàíèå áèëåòà îáåñïå÷èâàåò ñäà÷ó ýêçà-
ìåíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,85, à íåçíàíèå − ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1?
6.5. Â ÿùèêå ëåæàò 20 òåííèñíûõ ìÿ÷åé, â òîì ÷èñëå 15 íîâûõ. Äëÿ èãðû
íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâà ìÿ÷à è ïîñëå èãðû âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî. Çàòåì
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äëÿ âòîðîé èãðû òàêæå íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ åùå äâà ìÿ÷à. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî âòîðàÿ èãðà áóäåò ïðîâîäèòüñÿ íîâûìè ìÿ÷àìè?
6.6. Â ïåðâîé óðíå 10 øàðîâ, èç êîòîðûõ 8 áåëûõ, âî âòîðîé 20 øàðîâ, èç
êîòîðûõ 4 áåëûõ. Èç êàæäîé óðíû áåðóò íàóãàä ïî îäíîìó øàðó, à çàòåì èç
ýòèõ äâóõ øàðîâ âûáèðàþò íàóäà÷ó îäèí. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí áå-
ëûé.
6.7. Èç 18 ñòðåëêîâ ïÿòåðî ïîïàäàþò â ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8; ñåìåðî �
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7; ÷åòâåðî � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6 è äâîå � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5.
Âûáðàííûé ïî æðåáèþ ñòðåëîê ïðîèçâåë âûñòðåë è ïîïàë â ìèøåíü. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïðèíàäëåæèò ïåðâîé ãðóïïå.
6.8. Âîåííûé êîðàáëü ìîæåò ïðîéòè âäîëü ïðîëèâà øèðèíîé 1 êì ñ ìèí-
íûì çàãðàæäåíèåì â ëþáîì ìåñòå. Âåðîÿòíîñòü åãî ïîäðûâà íà ìèíå â ïðàâîé
÷àñòè çàãðàæäåíèÿ øèðèíîé 200 ì ðàâíà 0,3, à íà îñòàëüíîé ÷àñòè ýòà âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðàáëü áëàãîïîëó÷íî ïðîéäåò
ïðîëèâ.
6.9. Èìååòñÿ äâå êîëîäû êàðò ïî 36 ëèñòîâ. Èç ïåðâîé êîëîäû âî âòîðóþ
ïåðåëîæèëè äâå êàðòû, à çàòåì èç âòîðîé íàóäà÷ó èçâëåêëè äâå. Ñðåäè äâóõ
èçâëå÷åííûõ îêàçàëñÿ îäèí òóç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðåëî-
æåííûõ êàðò áûë õîòÿ áû îäèí òóç?
6.10. Ïî îáúåêòó ïðîèçâîäèòñÿ òðè îäèíî÷íûõ (íåçàâèñèìûõ) âûñòðåëà.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè ïåðâîì âûñòðåëå ðàâíà 0,4; ïðè âòîðîì � 0,5;
ïðè òðåòüåì � 0,7. Äëÿ âûâîäà îáúåêòà èç ñòðîÿ çàâåäîìî äîñòàòî÷íî òðåõ
ïîïàäàíèé; ïðè äâóõ ïîïàäàíèÿõ îí âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6;
ïðè îäíîì − ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
òðåõ âûñòðåëîâ îáúåêò áóäåò âûâåäåí èç ñòðîÿ.
6.11. Ñðåäè íàáëþäàåìûõ ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê 23 % ïðèíàäëåæàò ïîä-
òèïó Sa, 31 % − ïîäòèïó Sb è 46 % − ïîäòèïó Sc. Âåðîÿòíîñòü âñïûøêè â
òå÷åíèå ãîäà ñâåðõíîâîé çâåçäû â ýòèõ ãàëàêòèêàõ ñîñòàâëÿåò 0,002; 0,0035 è
0,0055 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âñïûøêè â òå÷åíèå ãîäà ñâåðõíî-
âîé çâåçäû â äàëåêîé ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêå, ïîäòèï êîòîðîé îïðåäåëèòü íå
óäàåòñÿ. Â íåêîòîðîé ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêå îáíàðóæåíà âñïûøêà ñâåðõíîâîé
çâåçäû. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ íàáëþäàåìàÿ ïðè ýòîì ãàëàêòèêà ïðèíàäëå-
æèò òèïó Sa, Sb, Sc?
6.12. Ïðè ïåðåëèâàíèè êðîâè íàäî ó÷èòûâàòü ãðóïïû êðîâè äîíîðà è áîëü-
íîãî. ×åëîâåêó, èìåþùåìó ÷åòâåðòóþ ãðóïïó êðîâè, ìîæíî ïåðåëèòü êðîâü
ëþáîãî äîíîðà. ×åëîâåêó ñî âòîðîé èëè òðåòüåé ãðóïïîé êðîâè ìîæíî ïå-
ðåëèòü êðîâü ëèáî òîé æå, ëèáî ïåðâîé ãðóïïû. ×åëîâåêó ñ ïåðâîé ãðóïïîé
êðîâè ìîæíî ïåðåëèòü òîëüêî êðîâü ïåðâîé ãðóïïû. Ñðåäè íàñåëåíèÿ 33,7%
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èìåþò ïåðâóþ ãðóïïó, 37,5% � âòîðóþ, 20,9% � òðåòüþ, 7,9% � ÷åòâåðòóþ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
à) ñëó÷àéíî âçÿòîìó áîëüíîìó ìîæíî ïåðåëèòü êðîâü ñëó÷àéíîãî äîíîðà;
á) ïåðåëèâàíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè èìåþòñÿ äâà äîíîðà;
â) åñëè èìåþòñÿ òðè äîíîðà.

Îòâåòû

6.1. 0,766
6.2. 7/12
6.3. 0,429
6.4. 0,763
6.5. 0,445
6.6. 0,5
6.7. 40/123
6.8. 0,3
6.9. 0,247
6.10. 0,458
6.11. 0,004075; 0,1129; 0,2663; 0,6208
6.12. à) 0,574; á) 0,819; â) 0,923
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7. Ñõåìà Áåðíóëëè

Íåñêîëüêî îïûòîâ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ èñõîäû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå (â ñîâîêóïíîñòè) ñîáûòèÿ.

Ïóñòü ïðîâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé (îïûòîâ), â êàæäîì èç êîòî-
ðûõ íåêîòîðîå ñîáûòèå A íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p (âåðîÿòíîñòü óñïåõà) è
íå íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 − p (âåðîÿòíîñòü íåóñïåõà). Ðàññìîòðèì
äâå çàäà÷è: òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ.

Òî÷å÷íàÿ çàäà÷à: òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü Pn(m) òîãî, ÷òî â ñåðèè èç
n èñïûòàíèé ÷èñëî óñïåõîâ ðàâíî m.

Èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à: íàéòè âåðîÿòíîñòü Pn(m1 6 m 6 m2) òîãî, ÷òî â
ñåðèè èç n èñïûòàíèé ÷èñëî óñïåõîâ m ∈ [m1;m2].

Ôîðìóëà Áåðíóëëè:
Pn(m) = C m

n p
mqn−m (1)

Òåîðåìà 5. Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé n âåëèêî, âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì
èñïûòàíèè p áëèçêà ê íóëþ (p < 0, 1) è ïðè ýòîì λ = np < 10, òî

Pn(m) ≈ λm · e−λ

m!
(2)

Òåîðåìà 6. Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé n âåëèêî, λ = np > 10, òî

Pn(m) ≈ 1
√
npq
· ϕ(x0) , ãäå ϕ(x) =

1√
2π
· e−

x2

2 , x0 =
m− np
√
npq

. (3)

Òåîðåìà 7. Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé n âåëèêî, òî

Pn(m1 6 m 6 m2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), (4)

ãäå Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt− ôóíêöèÿ Ëàïëàñà; xi = mi−np√
npq ; i ∈ {1; 2}.

• Äëÿ ðåøåíèÿ òî÷å÷íîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Áåðíóëëè (1), òåî-
ðåìà Ïóàññîíà (2), ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà (3).

• Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà
Ìóàâðà-Ëàïëàñà (4).

• Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé n íåâåëèêî, òî âîçìîæíî ñâåäåíèå èíòåðâàëüíîé
çàäà÷è ê íåñêîëüêèì òî÷å÷íûì çàäà÷àì ïðè ïîìîùè òåîðåìû ñëîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé.
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Ïóñòüm− ÷èñëî èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Îòíîøåíèå
m
n íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â äàííîé
ñåðèè èñïûòàíèé. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â ñõåìå Áåð-
íóëëè)

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < ε

)
≈ 2 Φ

(
ε

√
n

pq

)
Òàáëèöû çíà÷åíèé ôóíêöèé ϕ(x) è Φ(x) èìåþòñÿ â Ïðèëîæåíèÿõ.

Íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî íàñòóïëåíèÿ óñïåõîâ m0 â ñåðèè èç n èñïûòàíèé
ìîæíî îïðåäåëèòü èç íåðàâåíñòâà

np− q 6 m0 6 np+ p.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè np+ p ∈ Z, òî òàêèõ çíà÷åíèé áóäåò äâà:

m
(1)
0 = np− q, m(2)

0 = np+ p.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü â îäíîì èñïûòàíèè âîçìîæíû íåñêîëüêî (m > 2) èñõî-
äîâ, à íå äâà (óñïåõ/íåóñïåõ), êàê â ñõåìå Áåðíóëëè.

Îáîçíà÷èì èõ öèôðàìè 1, 2, . . . ,m. Ïóñòü i-é èñõîä â îäíîì èñïûòàíèè
ñëó÷àåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pi, ãäå p1 + p2 + . . . + pm = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
P (n1, n2, . . . , nm) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n = n1 +n2 + . . .+nm íåçàâèñèìûõ
èñïûòàíèÿõ èñõîä 1 ïîÿâèëñÿ n1 ðàç, èñõîä 2 ïîÿâèëñÿ n2 ðàçà, . . . , èñõîä m
ïîÿâèëñÿ nm ðàç.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà

P (n1, n2, . . . , nm) =
n!

n1!n2! . . . nm!
pn11 p

n2
2 . . . pnmm
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Çàäà÷è

7.1. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ øåñòü ñîîáùåíèé. Êàæäîå èç ñîîáùåíèé
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ èñêàæàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî à) ðîâíî äâà ñîîáùåíèÿ èç øåñòè èñêàæåíû; á) íå ìåíåå äâóõ ñîîá-
ùåíèé èç øåñòè èñêàæåíû.
7.2. Ïðîèçâîäèòñÿ 600 èñïûòàíèé. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êàæäîì èñïûòàíèè
ðàâíà 0,007. Íàéòè âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ m óñïåõîâ, åñëè m ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 0, 1, 300.
7.3. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íîìåð ìàøèíû ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ öèôð, íà÷èíàÿ ñ
0000, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî à) íîìåð ìàøèíû íå ñîäåðæèò öèôðû 5;
á) íîìåð íå ñîäåðæèò äâóõ è áîëåå ïÿòåðîê.
7.4. Êàæäûé âûïóùåííûé ïî öåëè ñíàðÿä ïîïàäàåò â íåå íåçàâèñèìî îò
äðóãèõ ñíàðÿäîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Åñëè â öåëü ïîïàë îäèí ñíàðÿä, îíà ïî-
ðàæàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3; åñëè äâà ñíàðÿäà − ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,7; åñëè
òðè èëè áîëåå ñíàðÿäîâ, òî öåëü ïîðàæàåòñÿ íàâåðíÿêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
ïîðàæåíèÿ öåëè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî íåé âûïóùåíî 3 ñíàðÿäà.
7.5. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ 15 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé:
à) âûïàäåò ðîâíî 10 òðîåê; á) âûïàäåò õîòÿ áû îäíà òðîéêà; â) âûïàäåò 10
òðîåê è äâå åäèíèöû.
7.6. Ïðîèçâîäèòñÿ ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ îïûòà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáû-
òèå À ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Ñîáûòèå Â íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1,
åñëè ñîáûòèå À ïðîèçîøëî íå ìåíåå äâóõ ðàç. Ñîáûòèå Â íå ìîæåò íàñòóïèòü,
åñëè ñîáûòèå À íå èìåëî ìåñòà è îíî íàñòóïàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, åñëè À
íàñòóïèëî îäèí ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Â.
7.7. Ðàäèîòåëåãðàôíàÿ ñòàíöèÿ ïåðåäàåò öèôðîâîé òåêñò. Â ñèëó íàëè÷èÿ
ïîìåõ êàæäàÿ öèôðà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîæåò áûòü íåïðàâèëüíî ïðè-
íÿòà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,001. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ïðèíÿòîì òåêñòå,
ñîäåðæàùåì 1100 öèôð, áóäåò ñäåëàíî à) ðîâíî 7 îøèáîê; á) ìåíüøå äâóõ
îøèáîê.
7.8. Åñòü ÷åòûðå êóáèêà. Íà òðåõ èç íèõ îêðàøåíà áåëûì ïîëîâèíà ãðàíåé,
à íà ÷åòâåðòîì êóáèêå âñåãî îäíà ãðàíü èç øåñòè áåëàÿ. Íàóäà÷ó âûáðàííûé
êóáèê ïîäáðàñûâàåòñÿ ñåìü ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàí ÷åòâåð-
òûé êóáèê, åñëè ïðè ñåìè ïîäáðàñûâàíèÿõ áåëàÿ ãðàíü âûïàëà ðîâíî îäèí
ðàç.
7.9. Èìååòñÿ 200 ñåìåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ 4 ðåáåíêà. Ñ÷èòàÿ âåðîÿòíîñòè
ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà è äåâî÷êè îäèíàêîâûìè, íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî à)
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÷èñëî ñåìåé, èìåþùèõ îäíîãî ñûíà è òðåõ äî÷åðåé, ðàâíî 20; á) ÷èñëî ñåìåé,
èìåþùèõ îäíîãî ñûíà è òðåõ äî÷åðåé, ïî êðàéíåé ìåðå ðàâíî 20.
7.10. Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà p = 0, 512. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè
ñîáûòèé: à) ñðåäè 100 íîâîðîæäåííûõ áóäåò 51 ìàëü÷èê; á) ñðåäè 100 íîâî-
ðîæäåííûõ áóäåò áîëüøå ìàëü÷èêîâ, ÷åì äåâî÷åê.
7.11. Â íåêîòîðîé îáëàñòè èìååòñÿ 16 200 òðàêòîðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî â òå÷å-
íèå ñåçîíà â ñðåäíåì ó îäíîé òðåòè òðàêòîðîâ âûõîäèò èç ñòðîÿ íåêîòîðàÿ
äåòàëü, êîòîðàÿ òðåáóåò çàìåíû. Áûëî çàãîòîâëåíî 5 400 äåòàëåé äëÿ çàìåíû.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîãî êîëè÷åñòâà äåòàëåé äîñòàòî÷íî äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ðàáîòû â òå÷åíèå ñåçîíà? Ñêîëüêî íóæíî çàãîòîâèòü
äåòàëåé, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 èõ áûëî äîñòàòî÷íî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîé ðàáîòû òðàêòîðîâ â òå÷åíèå ñåçîíà?
7.12. Â ñòðàõîâîé êîìïàíèè çàñòðàõîâàíî 10 000 àâòîìîáèëåé. Âåðîÿòíîñòü
ïîëîìêè ëþáîãî àâòîìîáèëÿ â ðåçóëüòàòå àâàðèè ðàâíà 0,006. Êàæäûé âëà-
äåëåö çàñòðàõîâàííîãî àâòîìîáèëÿ ïëàòèò â ãîä 12 ó.å. ñòðàõîâûõ è â ñëó÷àå
ïîëîìêè àâòîìîáèëÿ â ðåçóëüòàòå àâàðèè ïîëó÷àåò îò êîìïàíèè 1 000 ó.å.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé: A={ïî èñòå÷åíèè ãîäà ðàáîòû ñòðàõîâàÿ êîì-
ïàíèÿ ïîòåðïèò óáûòîê}, B={ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷èò ïðèáûëü íå ìåíåå
60 000 ó.å.}
7.13. Â æèëîì äîìå èìååòñÿ 6400 ëàìï. Âåðîÿòíîñòü âêëþ÷åíèÿ êàæäîé
ëàìïû â âå÷åðíåå âðåìÿ ðàâíà 0,5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî îäíî-
âðåìåííî âêëþ÷åííûõ ëàìï áóäåò îò 3120 äî 3200. Âû÷èñëèòü íàèâåðîÿòíåé-
øåå ÷èñëî âêëþ÷åííûõ ëàìï è âåðîÿòíîñòü ýòîãî çíà÷åíèÿ.
7.14.Êîñìåòîëîãè÷åñêàÿ êëèíèêà ðàñïðîñòðàíÿåò ðåêëàìíûå ëèñòîâêè ó âõî-
äà â ìåòðî. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå â îäíîì ñëó÷àå èç òûñÿ÷è ñëå-
äóåò îáðàùåíèå â êëèíèêó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
50 òûñÿ÷ ëèñòîâîê ÷èñëî îáðàùåíèé à) áóäåò ðàâíî 41; á) áóäåò íàõîäèòüñÿ
â äèàïàçîíå îò 36 äî 47.
7.15. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 730 ïàññàæèðîâ ïîåçäà: à) ÷åò-
âåðî ðîäèëèñü 9 àâãóñòà; á) äâîå ðîäèëèñü 12 íîÿáðÿ; â) íèêòî íå ðîäèëñÿ 6
èþíÿ? Ñ÷èòàòü, ÷òî â ãîäó 365 äíåé.
7.16. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàç íóæíî ïîäáðîñèòü ìîíåòó, ÷òî-
áû ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,95, îòêëîíåíèå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû
âûïàäåíèÿ ãåðáà îò âåðîÿòíîñòè åãî âûïàäåíèÿ íå ïðåâûøàëî 0,01?
7.17. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð âûäåðæèò ãàðàíòèéíûé ñðîê ðàáîòû
ðàâíà 0,8. Äëÿ ïàðòèè èç 1000 çàêóïëåííûõ ïðèáîðîâ íàéòè ãðàíèöû, â êîòî-
ðûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9955 çàêëþ÷åíî ÷èñëî ïðèáîðîâ, âûäåðæàâøèõ ãàðàí-
òèéíûé ñðîê ñëóæáû.
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7.18. Îöåíèòü, â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ P çàêëþ÷åíî ÷èñëî øå-
ñòåðîê, âûïàäàþùèõ ïðè ïîäáðàñûâàíèè 1 000 èãðàëüíûõ êîñòåé à) åñëè P =
0, 95; á) P = 0, 99.
7.19. Îòðåçîê AB, äëèíà êîòîðîãî 15 ñì, ðàçäåëåí òî÷êîé C â îòíîøåíèè
2:1. Íà ýòîò îòðåçîê íàóäà÷ó áðîøåíû ÷åòûðå òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî äâå èç íèõ îêàæóòñÿ ëåâåå òî÷êè C, à äâå � ïðàâåå?
7.20. Ãîðîä åæåäíåâíî ïîñåùàþò 1000 òóðèñòîâ, êîòîðûå äíåì èäóò îáåäàòü.
Êàæäûé âûáèðàåò äëÿ îáåäà îäèí èç äâóõ ãîðîäñêèõ ðåñòîðàíîâ ñ ðàâíûìè
âåðîÿòíîñòÿìè è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Âëàäåëåö îäíîãî èç ðåñòîðàíîâ
æåëàåò, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ ïðèáëèçèòåëüíî 0,99 âñå ïðèøåäøèå â åãî ðå-
ñòîðàí òóðèñòû ìîãëè òàì îäíîâðåìåííî ïîîáåäàòü. Ñêîëüêî ìåñò äîëæíî
äëÿ ýòîãî áûòü â åãî ðåñòîðàíå?

Îòâåòû

7.1. 0,246; 0,345
7.3. 0,6561; 0,9477
7.4. 0,3952
7.6. 0,595
7.8. 0,7
7.10. 0,0797; 0,516
7.11. 0,5; 5499
7.12. P(A)≈ 0; P(B)=0,5
7.13. 0,4772; 3200; 0,00998
7.14. à) 0,025; á) 0,3118
7.15. a) 0,09; á) 0,27; â) 0,135
7.16. n > 9604
7.18. à) (143;189); á) (136;196)
7.19. 8/27
7.20. 537 ìåñò
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8. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ïóñòü (Ω,A, P )− âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ýëåìåíòàð-

íîãî ñîáûòèÿ ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, òàêàÿ, ÷òî

{ω : ξ(ω) < x} ∈ A ∀x ∈ R.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò èçî-
ëèðîâàííûå (îòäåëåííûå äðóã îò äðóãà) çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæíî çàíóìå-
ðîâàòü. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîíå÷íî èëè
ñ÷åòíî.

Ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ òàá-
ëèöà, â êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x1, x2, . . . , xn ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pn :

ξ x1 x2 . . . xn
P p1 p2 . . . pn

.

Çäåñü pi = P (ξ = xi), i ∈ 1, n. Ïðè ýòîì
n∑
i=1

pi = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâàííîñòè).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

F (x) = P (ξ < x) =
∑

k:xk<x

pk, F (x) ∈ [0; 1].

F (x) � íåóáûâàþùàÿ, êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ; òåðïèò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà
â òî÷êàõ-çíà÷åíèÿõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû ñêà÷êîâ ôóíê-
öèè â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû âåðîÿòíîñòÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M [ξ] äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà-
çûâàåòñÿ åå ñðåäíåå çíà÷åíèå, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå

M [ξ] =
n∑
i=1

xipi = x1p1 + x2p2 + . . .+ xnpn.

Äèñïåðñèåé D[ξ] äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ:

D[ξ] = M
[(
ξ −M [ξ]

)2
]

=
n∑
i=1

(
xi −M [ξ]

)2·pi =
n∑
i=1

x2
ipi −M 2[ξ].
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Ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì σ[ξ] äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè:

σ[ξ] =
√
D[ξ].

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ[ξ] îöåíèâàåò ìåðó ðàçáðîñà çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà ðàñïðåäåëåíèÿ (ãðóïïèðîâ-
êè) − ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M [ξ].

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíå-
íèå íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîé ñ÷åò-
íî, ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòå-
ðèñòèê.

Åñëè η = ϕ(ξ) � ôóíêöèÿ äèñêðåòíîé âåëè÷èíû ξ, òî ÷èñëîâûå õàðàêòå-
ðèñòèêè η íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

M [η] = M [ϕ(ξ)] =
∑
i

ϕ(xi)pi,

D[η] = D[ϕ(ξ)] =
∑
i

(
ϕ(xi)−M [η]

)2
pi =

∑
i

ϕ2(xi)pi −M 2[η].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñ-
ïåðñèè, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, C ∈ R.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

1) M [C] = C;

2) M [Cξ] = CM [ξ];

3) M [ξ + η] = M [ξ] +M [η];

4) M [ξ · η] = M [ξ] ·M [η], åñëè ξ è η íåçàâèñèìû.
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Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

1) D[C] = 0; D[Cξ] = C2D[ξ]; D[C + ξ] = D[ξ];

2) D[ξ] = M
[
ξ2
]
−M 2[ξ];

3) D[ξ ± η] = D[ξ] +D[η], åñëè ξ è η íåçàâèñèìû;

4) D[ξ · η] = M
[
ξ2
]
·M

[
η2
]
−M 2[ξ]M 2[η], åñëè ξ è η íåçàâèñèìû.

Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè
íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ ξ < x è η < y äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R.

Ïðèìåðû îñíîâíûõ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ ÷èñëîâûå
õàðàêòåðèñòèêè

• ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè: ξ ∈ B(p); M [ξ] = p, D[ξ] = pq;

ξ � ÷èñëî óñïåõîâ â îäíîì èñïûòàíèè.

• áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

ξ ∈ Bi(n; p); M [ξ] = np, D[ξ] = npq;

ξ � ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

• ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: ξ ∈ Π(λ); M [ξ] = D[ξ] = λ;

ξ � ÷èñëî óñïåõîâ â ñåðèè n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïðè

n→ ∞.

• ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

ξ ∈ G(p); M [ξ] = 1/p, D[ξ] = q/p2;

ξ � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà.
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• ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

ξ ∈ HG(M ;N ;n); M [ξ] =
nM

N
,

D[ξ] =
nM

N − 1
· (N −M)(N − n)

N 2
;

ξ � ÷èñëî ÷åðíûõ øàðîâ ñðåäè m íàóäà÷ó âûíóòûõ (óðíîâàÿ ìîäåëü çà-
äà÷è).

Çàìå÷àíèå. Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ðàíåå
ââåäåííûå ïðè îïèñàíèè ñõåìû íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè è óðíîâîé
ìîäåëè çàäà÷è.

Çàäà÷è

8.1. Çàäàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ -1 0 2 4

P 0,1 0,3 0,5 0,1

Ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è
ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. Âû÷èñëèòü ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ.

8.2. Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ -1; 0 è 1. Ïðè
ýòîì M [ξ] = 0, 1, D[ξ] = 0, 9. Íàéòè âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ïðèíèìàþòñÿ
çíà÷åíèÿ ξ.
8.3. Äâà ñïîðòñìåíà äåëàþò ïî îäíîìó áðîñêó ìÿ÷à â êîðçèíó. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â íåå ïåðâûì ñïîðòñìåíîì ðàâíà 0,5; âòîðûì − 0,4. Íàéòè ñðåäíåå
÷èñëî ïîïàäàíèé â êîðçèíó.
8.4. Ñòðåëêó âûäàíî ÷åòûðå ïàòðîíà. Îí ïðîèçâîäèò âûñòðåëû ïî ìèøåíè
äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ èëè ïîêà íå èçðàñõîäóåò âñå ïàòðîíû. Âåðîÿòíîñòè ïî-
ïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè ïåðâîì, âòîðîì, òðåòüåì è ÷åòâåðòîì âûñòðåëàõ ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî 0,4; 0,7; 0,6; 0,5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ− ÷èñëî èçðàñõîäîâàí-
íûõ ïàòðîíîâ. Íàéòè åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.
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8.5. Ïî çàäàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

F (x) =


0, åñëè x 6 1

0, 25, åñëè 1 < x 6 2

0, 75, åñëè 2 < x 6 3

1, åñëè x > 3

ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëèòü M [ξ] è D[ξ].
8.6. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí íà ¾5¿, ðàâíà 0,2, íà
¾4¿ − 0,4. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ èì îöåíîê ¾3¿ è ¾2¿, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî M [ξ] = 3, 7, ãäå äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ− îöåíêà,
ïîëó÷åííàÿ ñòóäåíòîì íà ýêçàìåíå.
8.7. Â êîìàíäå 16 ñïîðòñìåíîâ, èç êîòîðûõ 6 ïåðâîðàçðÿäíèêîâ. Íàóäà÷ó
âûáèðàþò äâóõ ñïîðòñìåíîâ. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïåðâîðàçðÿäíèêîâ ñðåäè âûáðàííûõ.
8.8. Âåðîÿòíîñòè ñäàòü ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå íà îòëè÷íî äëÿ êàæäîãî èç
òðîèõ ñòóäåíòîâ ðàâíû 0,9, 0,8 è 0,7 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ξ− îáùåå ÷èñëî
ïîëó÷åííûõ èìè îòëè÷íûõ îöåíîê. Âû÷èñëèòü M [ξ].
8.9. Àðòèëëåðèéñêîå îðóäèå ïðîèçâîäèò òðè âûñòðåëà ïî öåëè ñ âåðîÿòíî-
ñòÿìè ïîïàäàíèÿ 0,6; 0,7; 0,8 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëà ïîïàäàíèé îðóäèÿ â öåëü.
8.10. Èç êîëîäû êàðò (32 øò.) íàóäà÷ó èçâëåêàþò òðè. Ñîñòàâèòü çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òóçîâ ñðåäè èçâëå÷åííûõ êàðò.
8.11. Íåçàâèñèìî èñïûòûâàþòñÿ íà íàäåæíîñòü òðè ïðèáîðà. Âåðîÿòíîñòè
âûõîäà èç ñòðîÿ êàæäîãî ïðèáîðà îäèíàêîâû è ðàâíû 0,6. Íàéòè ñðåäíåå ÷èñ-
ëî âûøåäøèõ èç ñòðîÿ ïðèáîðîâ.
8.12. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ÷èñëà î÷êîâ, êîòîðûå âûïà-
äàþò ïðè áðîñàíèè äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé.
8.13. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåò-
ðîì λ = 0, 8. Çàïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. à) Íàéòè
âåðîÿòíîñòü P (1 6 ξ < 3); á) âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåM [5−2ξ]
è äèñïåðñèþ D[5− 2ξ].
8.14. Èç äâóõ îðóäèé ïîî÷åðåäíî âåäåòñÿ ñòðåëüáà ïî öåëè äî ïåðâîãî ïî-
ïàäàíèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïåðâûì îðóäèåì ðàâíà 0,3, âòîðûì �
0,7. Íà÷èíàåò ñòðåëüáó ïåðâîå îðóäèå. Ñîñòàâèòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äèñ-
êðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η � ÷èñëà èçðàñõîäîâàííûõ ñíàðÿäîâ ïåðâûì
è âòîðûì îðóäèÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ñðåäíåå ÷èñëî èçðàñõîäîâàííûõ
ñíàðÿäîâ.
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8.15. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ãëàâíûé ïðèç â îíëàéí-êàçèíî, èãðîê äîëæåí
ñäåëàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ñòàâîê. Êàæäóþ ñòàâêó èãðîê äåëàåò ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,1, ïðè÷åì ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ ñòàâîê. Êàê òîëüêî
èãðîê îêàæåòñÿ íåñïîñîáåí ñäåëàòü î÷åðåäíóþ ñòàâêó, åãî àêêàóíò áóäåò çà-
áëîêèðîâàí ñ íåâîçìîæíîñòüþ âåðíóòü âëîæåíèÿ. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ÷èñëà ñäåëàííûõ èãðîêîì ñòàâîê.
8.16. Ïîäáðàñûâàþò îäíîâðåìåííî ïðàâèëüíûé êóáèê è íåïðàâèëüíóþ ìî-
íåòó, íà ñòîðîíàõ êîòîðîé íàïèñàíû ¾0¿ è ¾1¿, âûïàäàþùèå ñ âåðîÿòíîñòÿìè
2/3 è 1/3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ξ � ÷èñëî, âûïàâøåå íà ãðàíè êóáèêà, à
η � ÷èñëî, âûïàâøåå íà ìîíåòå. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëåäóþùèõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: 1) ξ + 3; 2) ξ + η; 3) 2ξ − η; 4) ξ2; 5) ξη; 6) max{ξ − 3; η}.
8.17. Çàäàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

ξ -2 -1 1 2 3

P 0,2 0,25 0,3 0,15 0,1
.

Ïîñòðîèòü ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí à) η = 2 ξ+3; á) η = 2 ξ;
â) η = 3 ξ2 è âû÷èñëèòü èõ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.
8.18. Çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

ξ -3 -1 0 1 3 5

P 0,05 0,2 0,25 0,3 0,15 0,05
.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí à) η = |ξ|; á) η = ξ3 + 1.
8.19. Àâòîìîáèëü äîëæåí ïðîåõàòü ïî óëèöå, íà êîòîðîé óñòàíîâëåíî òðè
ñâåòîôîðà, äàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà çåëåíûé ñèãíàë â òå÷åíèå 1,5
ìèí., æåëòûé � â òå÷åíèå 0,3 ìèí., êðàñíûé � â òå÷åíèå 1,2 ìèí. Íàéòè ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ñðåäíåå ÷èñëî îñòàíîâîê àâòîìîáèëÿ íà ýòîé óëèöå.
8.20. Ìèøåíü ñîñòîèò èç êðóãà 1 è äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ êîëåö ñ íîìåðàìè
2 è 3. Ïîïàäàíèå â êðóã äàåò 10 î÷êîâ, â êîëüöî 2 � 5 î÷êîâ, â êîëüöî 3 � (-1)
î÷êî. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â êðóã 1 è êîëüöà 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû
0,5; 0,3; 0,2. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé ñóììû âûáèòûõ
î÷êîâ â ðåçóëüòàòå òðåõ ïîïàäàíèé.
8.21. Ñîòðóäíèê, ðàáîòàþùèé íà âðåäíîì ïðîèçâîäñòâå, ïðîõîäèò åæåãîä-
íûé ìåäîñìîòð â ïîëèêëèíèêå.×èñëî çàáîëåâàíèé, îáíàðóæåííûõ âî âðåìÿ
ìåäîñìîòðà, ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = 1/2. Åñëè
çàáîëåâàíèé íå îáíàðóæåíî, òî ìåäîñìîòð ïðîäîëæàåòñÿ â ñðåäíåì 3 ÷àñà.
Åñëè îáíàðóæåíû îäíî èëè äâà çàáîëåâàíèÿ, òî íà äîïîëíèòåëüíûé îñìîòð

34



òðàòèòñÿ â ñðåäíåì åùå ïîë÷àñà. Åñëè îáíàðóæèâàåòñÿ áîëåå äâóõ çàáîëåâà-
íèé, òî ñîòðóäíèê ïîëó÷àåò íàïðàâëåíèå â äèàãíîñòè÷åñêèé öåíòð, ãäå îí äî-
ïîëíèòåëüíî îáñëåäóåòñÿ â ñðåäíåì 4 ÷àñà. Îïðåäåëèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëåäîâàíèÿ ñîòðóäíèêà T è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå T.
8.22. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 1/3. Èìå-
åòñÿ ñåìü ïàòðîíîâ. Ñòðåëüáà ïðîèçâîäèòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò òðåõ
ïîïàäàíèé èëè ïîêà íå çàêîí÷àòñÿ ïàòðîíû. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âûñòðåëîâ. Íàé-
òè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ.

Îòâåòû

8.1. M [ξ] = 1, 3; D[ξ] = 2, 01 8.2. 0,405; 0,09; 0,505 8.3. 0,9

8.4.
(

1 2 3 4
0, 4 0, 42 0, 108 0, 072

)
; M [ξ] = 1, 852; D[ξ] = 0, 77

8.5. M [ξ] = 2; D[ξ] = 0, 5 8.6. P (3) = 0, 3; P (2) = 0, 1

8.7.
(

0 1 2
0, 375 0, 5 0, 125

)
8.8. M [ξ] = 2, 4; D[ξ] = 0, 46

8.9.
(

0 1 2 3
0, 024 0, 188 0, 452 0, 336

)
; M [ξ] = 2, 1; D[ξ] = 0, 61

8.10.
(

0 1 2 3
0, 66 0, 305 0, 034 0, 001

)
8.11. M [ξ] = 1, 8; σ[ξ] = 0, 72 8.12. 7

8.13. à) 1, 12e−0,8; á) 3,4; 3,2

8.14. M [ξ] = 1, 25; M [η] = 0, 886 8.15. 1/9; 10/81

8.21. 3,325 ÷àñà 8.22. 6,3
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9. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íåïðåðûâíîé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîòî-
ðîé (íåïðåðûâíî) çàïîëíÿþò íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê, è äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) = F ′(x). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = P (ξ < x)

íåïðåðûâíà.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè (èëè äèôôåðåíöè-

àëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f(x) > 0 (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);

2)
+∞∫
−∞

f(x) dx = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâàííîñòè);

3) F (x) =
x∫
−∞

f(t) dt;

4) P (α < ξ < β) = P (α < ξ 6 β) = P (α 6 ξ < β) =

= P (α 6 ξ 6 β) =
β∫
α

f(x) dx.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ) íåïðå-
ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

M [ξ] =

+∞∫
−∞

xf(x) dx;

D[ξ] =

+∞∫
−∞

(x−M [ξ])2 f(x) dx =

+∞∫
−∞

x2f(x) dx−M 2[ξ].

Çàìå÷àíèå. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâóþò, åñëè íåñîáñòâåííûå
èíòåãðàëû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ ñõîäÿòñÿ.
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Çàäà÷è

9.1. Ïóñòü f(x)− ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè. Íàéòè çíà÷åíèå âõîäÿùåé â îïðå-
äåëåíèå f(x) ïîñòîÿííîé C :

1) f(x) =

{
0, åñëè x 6 0,

C e−αx, åñëè x > 0,
α > 0;

2) f(x) =
C

1 + (x− α)2
, α ∈ R.

9.2. Çàäàíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

f(x) =

{
a x2, åñëè 0 6 x 6 1,

0, åñëè x < 0; x > 1.

Íàéòè ïîñòîÿííóþ a; F (x); ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè; P (ξ > 0, 5).
9.3. Ñóùåñòâóåò ëè çíà÷åíèå C òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ñëóæèò ïëîòíî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòè? Åñëè ñóùåñòâóåò, òî óêàçàòü åãî è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ:

1) f(x) =

{
C(1− |x|), åñëè |x| < 1,

0, åñëè |x| > 1.

2) f(x) = Ce−|x|, x ∈ R.

9.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f(x) =

{
a cosx, åñëè −π/2 < x < π/2,

0, åñëè |x| > π/2.

Íàéòè ïîñòîÿííóþ a, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòü P (| ξ| < π/4).
9.5. Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ïî çàäàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =


0, åñëè x 6 0,

sin2 x, åñëè 0 < x 6 π/2,

1, åñëè x > π/2.
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9.6. Äàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

F (x) =


0, åñëè x 6 −1,

ax2 + b, åñëè −1 < x 6 2,

1, åñëè x > 2.

Íàéòè a, b; f(x); P (0 < ξ < 1/2). Ïîñòðîèòü ãðàôèêè f(x), F (x). Âû÷èñëèòü
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
9.7. Äàíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

F (x) = 1/2 + 1/π arctg(x/2).

Íàéòè âîçìîæíîå çíà÷åíèå x1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: c âåðîÿòíîñòüþ
ðàâíîé 1/4 âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå áîëüøåå x1.

9.8. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä

F (x) = c+ b arctg x, x ∈ R.

Íàéòè ïàðàìåòðû c è b; ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ξ; âåðîÿòíîñòü P (α < ξ < β).
9.9. Äàíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

f(x) =

{
A/
√
x, åñëè x ∈ (1; 4),

0, åñëè x /∈ (1; 4).

Íàéòè ïîñòîÿííóþ A, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòü
P (ξ ∈ (2, 25; 5)).
9.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
A

e−x + ex
.

Íàéòè
à) ïîñòîÿííóþ A;
á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òðåõ íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèÿõ ξ ïðèìåò çíà÷åíèå
ìåíüøåå åäèíèöû;
â) P (|ξ| < 1);
ã) P (ξ ∈ [−5; 2]).
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9.11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà (çàêîíó Ñèìïñîíà) â èíòåðâàëå (−2; 2). Îáùèé âèä ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 10.

Ðèñ. 10

Çàïèñàòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû-
÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ýêñöåññ ξ.
9.12. Íà ïåðåêðåñòêå ñòîèò ñâåòîôîð, ó êîòîðîãî 1 ìèí. ãîðèò çåëåíûé ñâåò
è 0,5 ìèí. êðàñíûé, çàòåì îïÿòü 1 ìèí. � çåëåíûé ñâåò è ò. ä. Àâòîáóñ ïîäú-
åçæàåò ê ïåðåêðåñòêó â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, íå ñâÿçàííûé ñ ðàáîòîé
ñâåòîôîðà. Íàéòè à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðîåäåò ïåðåêðåñòîê íå îñòà-
íàâëèâàÿñü; á) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ ó ïåðåêðåñòêà.
9.13. Íà êðóãîâîì ýêðàíå ëîêàòîðà ðàâíîâîçìîæíî ïîÿâëåíèå öåëè â êàæ-
äîé òî÷êå ýêðàíà. Ðàäèóñ ýêðàíà ðàâåí R. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî öåíòðà ýêðàíà.
9.14. ¾Ïðîäîëæåíèå¿ çàäà÷è î âñòðå÷å. Äâîå óñëîâèëèñü âñòðåòèòüñÿ â ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè ñ 12 äî 13 ÷. Êàæäûé ïðèõîäèò ê ìåñòó âñòðå÷è íåçàâèñèìî
îò äðóãîãî è ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ëþáîé ìîìåíò íàçíà-
÷åííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ïðèøåäøèé ðàíüøå îæèäàåò äðóãîãî. Íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè îæèäàíèÿ è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îæè-
äàíèå ïðîäëèòñÿ íå ìåíåå ïîëó÷àñà. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ.
9.15. Çîíà îòâåòñòâåííîñòè ëîêàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ íåðàâåíñòâàìè π/4 6ϕ 6 3π/4; 30 6 ρ 6 100. Â ñëó÷àéíîé òî÷êå çîíû
îòâåòñòâåííîñòè ìîæåò ïîÿâèòüñÿ öåëü. Ðàññòîÿíèå îò öåëè äî ëîêàòîðà �
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ. Ñ÷èòàÿ ðàâíîâîçìîæíûìè âñå ïîëîæåíèÿ öåëè â çîíå
îòâåòñòâåííîñòè, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è åå ÷èñëîâûå õàðàêòåðè-
ñòèêè.
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Îòâåòû

9.1. 1) C=α;
2) C=1/π
9.2. α = 3;
M [ξ] = 0, 75; D[ξ] = 0, 0375;
P (ξ > 0, 5) = 0, 875
9.3. 1) C = 1; M [ξ] = 0; D[ξ] = 1/6;
2) C = 1/2; M [ξ]=0; D[ξ]=2
9.4. a = 0, 5;
P (| ξ| < π/4) =

√
2/2;

M [ξ]=0; D[ξ]=π2/4− 2
9.5. M [ξ] = π/4
9.6. a = 1/3; b = −1/3
9.7. x1 = 2
9.8. c = 1/2; b = 1/π
9.9. A = 1/2;
M [ξ] = 7/3; D[ξ] = 34/45;
F (x) = 0, x 6 0; F (x) =

√
x− 1, x ∈ (1; 4); F (x) = 1, x > 4

9.11. M [ξ] = 0;D[ξ] = a2/6; Eξ = −0, 6
9.13. f(x) = 2x/R2, x ∈ (0;R);
M [ξ] = 2R/3; D[ξ] = R2/18
9.14. f(x) = 2− 2x, x ∈ (0, 1);
M [ξ] = 1/6; P (ξ > 1/2) = 0, 25
9.15. f(x) = x/4950, x ∈ (30; 100];
M [ξ] = 71
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10. Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [a; b] (çàïèñü:
ξ ∈ R[a; b]), åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò
âèä

f(x) =


0, åñëè x 6 a

1
b−a , åñëè a < x 6 b

0, åñëè x > b

, F (x) =


0, åñëè x 6 a
x−a
b−a , åñëè a < x 6 b

1, åñëè x > b

.

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 11.

Ðèñ. 11

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ f(x) â òî÷êàõ a è b íå ôèêñèðóþòñÿ, ò.å. ìîæíî ïî-
ëîæèòü f(a) = f(b) = 0 èëè, íàïðèìåð, f(a) = f(b) = 1

b−a è äàæå êàê-íèáóäü
èíà÷å.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû

M [ξ] =
a+ b

2
; D[ξ] =

(b− a)2

12

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå (ïîêàçàòåëüíîå) ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 (çàïèñü: ξ∈Exp(λ)), åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

f(x) =

{
λ e−λx, åñëè x > 0

0, åñëè x 6 0
, F (x) =

{
1− e−λx, åñëè x > 0

0, åñëè x 6 0
.

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 12.
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Ðèñ. 12

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïîêàçàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

M [ξ] =
1

λ
; D[ξ] =

1

λ2

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå (ãàóññîâî) ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè a è σ > 0 (çàïèñü: ξ ∈N (a;σ)), åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , F (x) =
1√
2πσ

x∫
−∞

e−
(t−a)2

2σ2 dt.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

M [ξ] = a; D[ξ] = σ2

Ïðè a = 0; σ = 1 ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Åãî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 ; Φ0,1(x) =
1√
2πσ

x∫
−∞

e−
t2

2 dt =
1

2
+ Φ(x),

ãäå

Φ(x) =
1√
2πσ

x∫
0

e−
t2

2 dt.

Çäåñü ϕ(x) � ôóíêöèÿ Ãàóññà, à Φ(x) � íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàïëàñà (â
íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Φ0(x)). Ãðàôèêè ýòèõ ôóíê-
öèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 13, à èõ çíà÷åíèÿ � â òàáëèöàõ (ñì. Ïðèëîæåíèÿ).
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Ðèñ. 13

Çàìåòèì, ÷òî
Φ(0) = 0 è Φ(−x) = −Φ(x).

Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà

Φ0,1(0) = 0, 5 è Φ0,1(−x) = 1− Φ0,1(x).

Â îáùåì ñëó÷àå (ξ ∈N (a;σ)) ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè a è σ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

f(x) = ϕ

(
x− a
σ

)
; F (x) =

1

2
+ Φ

(
x− a
σ

)
= Φ0,1

(
x− a
σ

)
.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû â èíòåðâàë (α; β) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P (α < ξ < β) = Φ

(
β − a
σ

)
− Φ

(
α− a
σ

)
,

ïðè ýòîì äëÿ ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî a èíòåðâàëà

P (|ξ − a| < ε) = 2Φ
( ε
σ

)
.
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Çàäà÷è

10.1. Ïîåçäà ìåòðî õîäÿò ñ èíòåðâàëîì 5 ìèíóò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïàññàæèð, âûøåäøèé íà ïëàòôîðìó â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè, áóäåò
îæèäàòü ïîåçä íå ìåíåå òðåõ ìèíóò.
10.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîì èíòåðâà-
ëå. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî M [ξ] = 2; D[ξ] = 0, 75.
10.3. Ïðàâèëî ¾òðåõ ñèãì¿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(ξ ∈ Exp(λ)): âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü

P
(
| ξ −M [ξ]| < 3

√
D[ξ]

)
.

10.4. Âðåìÿ T âûõîäà èç ñòðîÿ ðàäèîñòàíöèè ïîä÷èíåíî ïîêàçàòåëüíîìó
çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(t) =

{
0, åñëè t 6 0;

0, 2 · e−0,2 t, åñëè t > 0
.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (t); ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T ; âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàäèîñòàíöèÿ ñîõðàíèò ðàáî-
òîñïîñîáíîñòü îò 1 äî 5 ÷àñîâ ðàáîòû.
10.5. Ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû X ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ïðè çàìè-
ðàíèÿõ îïèñûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ðýëåÿ

f(x) =
x

σ2
e−

x2

2σ2 , x > 0.

Âû÷èñëèòü ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè X.
10.6. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Èçâåñò-
íû âåðîÿòíîñòè P (ξ > 2) = 0, 5; P (ξ < 3) = 0, 975. Âû÷èñëèòü P (1 < ξ < 3)
è çàïèñàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.
10.7. Äåòàëü ñ÷èòàåòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè îòêëîíåíèå åå ðàçìåðà îò ïðîåêò-
íîãî íå ïðåâûøàåò 0,7 ìì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàçìåð äåòàëè − ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ðàñïðåäåëåííàÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó N (a; 0, 4), íàéòè, ñêîëüêî ãîäíûõ äå-
òàëåé áóäåò â ñðåäíåì èç 100 âûáðàííûõ íàóãàä.
10.8. Ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèÿ ïîä÷èíåíû íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïà-
ðàìåòðàìè σ = 20 ìì è a = 0. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òðåõ
íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé îøèáêà õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ íå ïðåâûñèò ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå 4 ìì.
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10.9. Îöåíèòü èíòåðâàë äîïóñòèìûõ îòêëîíåíèé ðàçìåðîâ äåòàëåé îò ðàñ-
÷åòíûõ (ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ðàâíî 5 ìê) òàê, ÷òîáû ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ íå áîëåå 0,0027 îòêëîíåíèÿ ðàçìåðîâ èçãîòîâëåííûõ äåòàëåé îò
ðàñ÷åòíûõ âûõîäèëè çà ïðåäåëû äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.
10.10. Õèìè÷åñêèé çàâîä èçãîòîâëÿåò ñåðíóþ êèñëîòó íîìèíàëüíîé ïëîò-
íîñòè 1,84 ã/ñì3. Â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé îáíàðóæåíî, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè 99,9 % âñåõ âûïóñêàåìûõ ðåàêòèâîâ èìåþò ïëîòíîñòü â èíòåðâà-
ëå (1,82; 1,86). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êèñëîòà óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó,
åñëè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïëîòíîñòü íå îòêëîíÿëàñü îò íîìèíàëà
áîëåå ÷åì íà 0,01 ã/ñì3. Ðàñïðåäåëåíèå ñ÷èòàòü íîðìàëüíûì.
10.11. Äàíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

f(x) = γ e−2x2+ 4x+1.

Íàéòè íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð γ è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
X ∈ (−1, 5; 1, 2).
10.12. Âû÷èñëèòü M [(3− ξ)(ξ + 5)], åñëè ξ ∈ N (−2; 9).
10.13. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû, ïðè÷åì ξ ∈ N (2; 0, 5);
η ∈ R[0; 4]. Âû÷èñëèòü à) M [ξ + η]; á) M [ξη]; â) M

[
ξ2
]

;
ã) M [3 ξ − 4η + 1]; ä) D[ξ + η]; å) D[3 ξ − 4η + 1].
10.14. Âû÷èñëèòü P

(
log2

4 ξ < 0, 25
)
, åñëè ξ ∈ N (0; 4).

10.15. Íàéòè P (α < ξ 6 β) , åñëè ξ ∈ Exp(λ), α, β ∈ R.

Îòâåòû

10.1. 0,4 10.2. ξ ∈ R(0, 5; 3, 5) 10.3. 0,982
10.4. F (t) = 1− e−0,2 t, t > 0; M [T ] = 5; D[T ] = 25; 0, 451
10.5. M [X] = σ

√
π/2; D[X] = σ2(2− π/2)

10.6. 0,95 10.7. 92
10.8. 0,4343
10.9. > 30 ìê
10.10. 0,898
10.12. 6
10.13. à) 4; á) 4; â) 4,5; ä) 11/6
10.14. 0,1437
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11. Ôóíêöèè îò íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû

Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a; b) çàäàíû íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ c
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f(x), è äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ, ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà (a; b) ôóíêöèÿ y = ϕ(x), èìåþùàÿ îáðàòíóþ
ôóíêöèþ ψ(x) = ϕ−1(x) (x = ψ(y)).

Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = ϕ(ξ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ η èìååò âèä

G(y) = P (η < y) = P (ϕ(ξ) < y) =

{
F (ψ(y)), åñëè ϕ(x) ↑
1− F (ψ(y)), åñëè ϕ(x) ↓

.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè η ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

g(y) =
dG

d y
= f(ψ(y)) · |ψ′(y)| .

Åñëè y = ϕ(x) íåìîíîòîííà íà (a; b), òî äëÿ íàõîæäåíèÿ g(y) ñëåäóåò
ðàçáèòü èíòåðâàë íà k ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè è íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ
íà êàæäîì èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðèìåò âèä

g(y) =
k∑
i=1

f(ψi(y)) · |ψ′i(y)| .

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

M [η] = M [ϕ(ξ)] =

+∞∫
−∞

ϕ(x) · f(x) dx;

D[η] = D[ϕ(ξ)] =

+∞∫
−∞

(
ϕ(x)−M [η]

)2·f(x) dx.
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Çàäà÷è

11.1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä

f(x) =

{
3x2, åñëè x ∈ [0; 1),

0, åñëè x /∈ [0; 1).

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = − ln ξ.
11.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íà èíòåðâàëå (2; 4) çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ f(x) = −0, 75x2 + 4, 5x− 6; âíå ýòîãî èíòåðâàëà f(x) = 0. Íå íàõîäÿ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ 3, âû÷èñëèòü M [η].
11.3. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä

f(x) =

{
cosx, åñëè x ∈ (0;π/2),

0, åñëè x /∈ (0;π/2) .

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = X2. Âû÷èñëèòü
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y.
11.4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä

f(x) =

{
2x, åñëè x ∈ [0; 1],

0, åñëè x /∈ [0; 1].

Íàéòè à)D[ |ξ − 1/2| ]; á)M
[
2 ξ
]
.

11.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0; 4].
Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) η1 = 2ξ − 3; á) η2 = −9ξ2; â) η3 = e−2ξ; ã) η4 = − ln(3ξ).
11.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå (−π/2;π/2).
Íàéòè çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à) Y1 = sinX; á) Y2 = cosX; â) Y3 = | sinX|.
11.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ = 5. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:
à)
√
ξ; á) ξ2; â) min{ξ; ξ2}; ã) 5 ξ + 2; ä) −2

√
ξ.

11.8. Ðàäèóñ êðóãà R− ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêîíó
Ðýëåÿ ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

f(x) =
x

σ2
· exp

(
− x2

2σ2

)
ïðè x>0. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè êðóãà ðàäèóñà R.
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11.9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ∈ Exp(λ). Íàéòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = e−X .
11.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ R[0; 2]. Íàéòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = 6 ξ2.
11.11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè

f(x) =
1

π (1 + x2)
, x ∈ R.

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
à) η1 = 1/ξ; á) η2 = ξ2/

(
1 + ξ2

)
; â) η3 = 2ξ/

(
1− ξ2

)
.

11.12. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå. Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè X2.
11.13. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

f(x) =
1√
2π

e−(x−3)2/2, x ∈ R.

Íàéòè èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η = −5ξ + 2 è âåðîÿòíîñòü P (−17 < η < −12).
11.14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ∈ N (−2; 1). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = −2X + 5 è âåðîÿòíîñòü P (4 6 Y < 7).
11.15. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû 2 ñì è 6 ñì. Íà ñìåæíûå ñòîðîíû
íàóäà÷ó è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòàâèòñÿ ïî îäíîé òî÷êå. Íàéòè ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.
11.16. Íà îòðåçîê AB äëèíû 5 íàóäà÷ó ñòàâèòñÿ òî÷êà T è ïðîâîäèòñÿ
îêðóæíîñòü ðàäèóñà AT. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ïëî-
ùàäè ïîëó÷åííîãî êðóãà.
11.17. Íà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 4 íàóäà÷ó ñòàâÿòñÿ äâå òî÷êè, êîòîðûå çàòåì
ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé è ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ïëîùàäè ïîëó÷åííîãî òðåóãîëüíèêà.
11.18. Íîæêè öèðêóëÿ, êàæäàÿ äëèíîé 10 ñì, ðàçäâèíóòû íà ñëó÷àéíûé
óãîë ϕ, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0;π]. Íàéòè
M [X], ãäå X � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñòðèÿìè íîæåê.
11.19. Âåðøèíà C ïðÿìîãî óãëà ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ñîåäèíÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé M ãèïîòåíóçû,
äëèíà êîòîðîé ðàâíà 2 ñì. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëèíû îòðåçêà
CM.
11.20. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ R[2; 4]. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîùàäè
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé ξ.
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Îòâåòû

11.1. 3 e−3y, y > 0
11.2. 3
11.3. g(y) = cos

√
y/(2

√
y), y ∈

(
0;π2/4

)
;

M [Y ] = (π2 − 8)/4; D[Y ] = 20− 2π2

11.4. à) 1/48;
á) (4 ln 2− 2)/ ln2 2
11.5. à) η1 ∈ R[−3; 5];
á) f2(y) = 1/(24

√
−y), y ∈ (−144; 0);

â) F3(y) = 1 + ln y/8, y ∈ (e−8; 1];
ã) f4(y) = e−y/12, y > − ln 12
11.6. à) g1(y) = 1/(π

√
1− y2), y ∈ (−1; 1);

á) g2(y) = 2/(π
√

1− y2), y ∈ (0; 1);
â) g3(y) = 2/(π

√
1− y2), y ∈ (0; 1)

11.7. a) 10 ye−5y2, y > 0;
á) 5e−5

√
y/(2
√
y), y > 0;

â) 5 e−5y, y > 1; 5 e−5
√
y/(2
√
y), y ∈ (0; 1];

ã) e2−y, y > 2;
ä) 5/2 y e−5/4y2, y 6 0
11.8. g(s) = 1/(2πσ2)· exp(−s/(2πσ2)); s > 0
11.9. M [Y ] = λ/(λ+ 1); D[Y ] = λ/(λ+ 2)(λ+ 1)2

11.10. M [η] = 8; D[η] = 51, 2
11.12. e−y/2/

√
2πy, y > 0

11.13. F (x) = 1/2 + Φ(x+13
5 ); 0, 3674

11.14. 0,1525
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12. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 1. Â ðûáíîì îòäåëå ñóïåðìàðêåòà â àêâàðèóìå íàõîäèòñÿ 16 ðûá
(6 îñåòðîâ è 10 êàðïîâ). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàóãàä âûáðàòü à) äâå
ðàçíûå ðûáû; á) äâå îäèíàêîâûå ðûáû; â) òðè îñåòðà?

Ðåøåíèå. à) Äëÿ âûáîðà îñåòðà âîçìîæíî 6 âàðèàíòîâ, äëÿ âûáîðà êàð-
ïà � 10 âàðèàíòîâ. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ äâå ðàçíûå ðûáû ìîæíî âûáðàòü
6 · 10 = 60 ÷èñëîì ñïîñîáîâ.
á) Äâà îñåòðà ìîæíî âûáðàòü C2

6 = 15 ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Äâà êàðïà ìîæíî
âûáðàòü C2

10 = 45 ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ äâå îäèíàêîâûå
ðûáû ìîæíî âûáðàòü 15 + 45 = 60 ÷èñëîì ñïîñîáîâ.
â) Òðè îñåòðà ìîæíî âûáðàòü C3

6 = 20 ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Ïðèìåð 2. Äâà ñïîðòñìåíà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà áðîñàþò ìÿ÷ â áàñ-
êåòáîëüíóþ êîðçèíó. Ïóñòü ñîáûòèå A={ïåðâûé ñïîðòñìåí ïîïàë â êîðçè-
íó}, B={âòîðîé ñïîðòñìåí ïîïàë â êîðçèíó}. Âûðàçèòü ÷åðåç ñîáûòèÿ A è B
ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: A1={òîëüêî îäèí ñïîðòñìåí ïîïàë â êîðçèíó}; A2={â
êîðçèíó ïîïàëè îáà ñïîðòñìåíà}; A3={íèêòî íå ïîïàë â êîðçèíó}.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ äåéñòâèÿìè íàä ñîáûòèÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðè óìíîæåíèè ñîáûòèé èñïîëüçóåòñÿ ëîãè÷åñêèé ñîþç è, à ïðè ñëîæåíèè �
èëè.
A1 = A·B+B ·A (áóêâàëüíî ¾ïåðâûé ïîïàë è âòîðîé íå ïîïàë¿ èëè ¾âòîðîé
ïîïàë è ïåðâûé íå ïîïàë¿);
A2 = A ·B (¾ïåðâûé ïîïàë è âòîðîé ïîïàë¿);
A3 = A ·B (¾ïåðâûé íå ïîïàë è âòîðîé íå ïîïàë¿).

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç r ÷àñòèö, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçáèòîì íà n ÿ÷ååê (n ñîñòîÿíèé). Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå r ÷àñòèö ðàñïðåäåëÿòñÿ â çàäàííûõ
r ÿ÷åéêàõ èç ÷èñëà âîçìîæíûõ n ÿ÷ååê.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè. Òàê-
æå ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âàæíî ïîíèìàòü êàê èìåííî ðàñïðåäåëÿþòñÿ
÷àñòèöû ïî ÿ÷åéêàì (ñîñòîÿíèÿì). Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà, ïðèíÿòûõ â
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
1) Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòèêå Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà ÷àñòèöû ñ÷èòàþòñÿ ðàç-
ëè÷èìûìè, ò.å. êàæäîé èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ñâîé íîìåð, ïðè ýòîì, â ñèëó
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èõ òîæäåñòâåííîñòè, îíè ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàþò â ëþáóþ èç n
ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé (÷èñëî âñåâîçìîæ-
íûõ èñõîäîâ) ðàâíî nr. ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ � r! Â ýòîì ñëó÷àå
èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

Pn(r) =
r!

nr
.

2) Â ñòàòèñòèêå Áîçå-Ýéíøòåéíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû àáñîëþòíî
íåðàçëè÷èìû, ïðè÷åì âñå âîçìîæíûå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÿ÷åéêàì ðàâíîâå-
ðîÿòíû. ×èñëî ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìèè. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà ïðè ýòîì

Pn(r) =
1

Cr
n+r−1

.

3) Â ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà ÷àñòèöû òàêæå àáñîëþòíî íå ðàçëè÷èìû,
îäíàêî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ èõ ÷èñëî äîëæíî áûòü íå áîëü-
øå ÷èñëà ÿ÷ååê (r 6 n), à êàæäàÿ ÿ÷åéêà ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé
÷àñòèöû. Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

Pn(r) =
1

Cr
n

.

Ïðèìåð 4. Ñðåäè îïðåäåëåííîé ãðóïïû ëþäåé âåðîÿòíîñòü çàáîëåâàíèÿ
N ðàâíà 0,02. Òåñò, âûÿâëÿþùèé áîëåçíü, íåñîâåðøåíåí. Åñëè ÷åëîâåê áî-
ëåí, òî òåñò ïîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò â 97 ñëó÷àÿõ èç 100. Åñëè
æå ÷åëîâåê çäîðîâ, òî òåñò äàåò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò â 1 ñëó÷àå èç 100
(ëîæíîïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê, ïî-
ëó÷èâøèé ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò, äåéñòâèòåëüíî áîëåí N .

Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿò-
íîñòè è ôîðìóëîé Áàéåñà.

Ââåäåì ñîáûòèå A ={ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò òåñòà} è ãèïîòå-
çû: H1 ={÷åëîâåê áîëåí N }, H2 ={÷åëîâåê çäîðîâ}.

P (H1) = 0, 02; P (H2) = 0, 98; P (A/H1) = 0, 97; P (A/H2) = 0, 01.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) = 0, 02 · 0, 97 + 0, 98 · 0, 01 = 0, 0292.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Áàéåñà àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû H1 ðàâíà

P (H1/A) =
0, 02 · 0, 97

0, 0292
≈ 0, 664.
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Ïðèìåð 5. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ 15 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèé A ={âûïàäåò ðîâíî äåñÿòü òðîåê}; B ={âûïàäåò íå ìåíåå äâóõ òðîåê}
è C ={âûïàäåò äåñÿòü òðîåê è äâå åäèíèöû}.

Ðåøåíèå. Ïóñòü m � ÷èñëî âûïàäåíèé òðîéêè â ñåðèè èç 15 èñïûòàíèé
(÷èñëî óñïåõîâ). Âåðîÿòíîñòü óñïåõà p = 1/6; âåðîÿòíîñòü íåóñïåõà q = 5/6.
Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè

P (A) = P15(m = 10) = C10
15 · (1/6)10 · (5/6)5 ≈ 1, 99 · 10−5.

P (B) = P15(m > 2) = 1− P15(m < 2) = 1− (P15(0) + P15(1)) =

= 1− C0
15 · (1/6)0 · (5/6)15 − C1

15 · (1/6)1 · (5/6)14 ≈ 0, 792.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ C âîñïîëüçóåìñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôîð-
ìóëîé.

P (C) = P15(10; 2; 3) =
15!

10! 2! 5!
(1/6)10(1/6)2(4/6)3 ≈ 2 · 10−7.

Ïðèìåð 6. Íà íåêîòîðîì ïðîèçâîäñòâå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå îêà-
æåòñÿ íåñòàíäàðòíûì, ðàâíà 0,01.

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïàðòèè èç 1000 èçäåëèé îòíîñèòåëüíàÿ
÷àñòîòà íåñòàíäàðòíûõ èçäåëèé îòêëîíèòñÿ îò âåðîÿòíîñòè íåñòàíäàðò-
íîãî èçäåëèÿ íå áîëåå, ÷åì íà 0,001.

2. Êàêîé âåëè÷èíû äîëæíà áûòü ïàðòèÿ èçäåëèé, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,9 ìîæíî áûëî óòâåðæäàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà íåñòàíäàðòíîãî
èçäåëèÿ îòêëîíèòñÿ îò âåðîÿòíîñòè 0,01 íå áîëåå, ÷åì íà 0,002?

3. Îïðåäåëèòü ãðàíèöó îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû îò âåðîÿòíîñòè, êîòîðóþ ìîæ-
íî ãàðàíòèðîâàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,985 ïðè îáúåìå ïàðòèè n = 1600
èçäåëèé.

Ðåøåíèå.
1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà (òàê
íàçûâàåìîé ôîðìóëîé ¾îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû îò âåðîÿòíîñòè¿).

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ 6 0, 001

)
= 2 Φ

(
0, 001 ·

√
1000

0, 01 · 0, 99

)
=

= 2 Φ(0, 3178) = 2 · 0, 1255 = 0, 251.
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2.

0, 9 = 2 Φ

(
0, 002 ·

√
n

0, 01 · 0, 99

)
⇒ Φ(x) = 0, 45.

Îòñþäà íàõîäèì ïî òàáëèöå x = 1, 64. Ñëåäîâàòåëüíî,

0, 002 ·
√

n

0, 01 · 0, 99
= 1, 64⇒ n = 6657.

3. Òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó ε.

0, 985 = 2 Φ

(
ε ·
√

1600

0, 01 · 0, 99

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(x) = 0, 4925⇒ x = 2, 41⇒

ε = 2.41 :

√
1600

0, 01 · 0, 99
= 0, 0059948.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïðèìåðà ïðîèçâîäèëèñü îêðóãëåíèÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ïðèìåð 7. Ó ñòðåëêà èìååòñÿ òðè ïàòðîíà. Îí ñòðåëÿåò ïî ìèøåíè äî
ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ èëè ïîêà íå çàêîí÷àòñÿ ïàòðîíû. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èçðàñ-
õîäîâàííûõ ïàòðîíîâ. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà èçðàñõîäîâàííûõ
ïàòðîíîâ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ � ÷èñëî èçðàñõîäîâàííûõ
ïàòðîíîâ. Îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2 è 3. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà-
÷åíèé. Ïóñòü ñîáûòèå A={ïîïàäàíèå ïðè îäíîì âûñòðåëå};
P (A) = 0, 8; P (A) = 0, 2.

Òîãäà
p1 = P (ξ = 1) = P (A) = 0, 8;

p2 = P (ξ = 2) = P
(
A · A

)
= 0, 2 · 0, 8 = 0, 16;

p3 =P (ξ=3)=P
(
A · A · A+A · A · A

)
=0, 2 · 0, 2 · 0, 8 + 0, 23 =0, 04.

Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååò âèä

ξ 1 2 3

P 0,8 0,16 0,04

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå çíà÷åíèå) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

M [ξ] = 1 · 0, 8 + 2 · 0, 16 + 3 · 0, 04 = 1, 24.
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Ïðèìåð 8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ â èíòåðâàëå (0, π) çàäàíà ïëîòíîñòüþ
âåðîÿòíîñòè f(x) = A sinx. Âíå ýòîãî èíòåðâàëà f(x) = 0. Íàéòè ïàðàìåòð
A è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ + 2.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâàííîñòè (ýòî îäíî èç ñâîéñòâ ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòè) ïîëó÷àåì, ÷òî A
π∫
0

sinx dx = 1. Îòñþäà−A cosx|π0 = 1⇒ A = 1
2 .

Ïî ñâîéñòâàì äèñïåðñèè

D[η] = D[ξ + 2] = D[ξ] = M
[
ξ2
]
−M 2 [ξ] .

M [ξ] =
1

2

π∫
0

x sinx dx = −1

2

x cosx|π0 −
π∫

0

cosx dx

 =

= −1

2
(−π − sinx|π0) =

π

2
.

D[ξ] =
1

2

π∫
0

x2 sinx dx− π2

4
=

=
1

2

(
−x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx|π0

)
− π2

4
=
π2 − 8

4
.

Ïðèìåð 9. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 20 è
5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ïðèìåò çíà÷åíèå, çàêëþ÷åííîå â èíòåðâàëå (15, 25).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååì

P (15 < ξ < 25) = Φ

(
25− 20

5

)
− Φ

(
15− 20

5

)
=

= Φ(1)− Φ(−1) = Φ(1) + Φ(1) = 2Φ(1) = 2 · 0, 3413 = 0, 6826.

Çàìå÷àíèå. Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà Φ(x) åñòü â Ïðèëîæåíèÿõ.
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Ïðèìåð 10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èí-
òåðâàëå (0, 32).Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = 5

√
ξ.

Ðåøåíèå. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

f(x) =

{
1
32 , x ∈ (0, 32)

0, x /∈ (0, 32).

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè η íàéäåì ïî ôîðìóëå

g(y) = f(ψ(y)) · |ψ′(y)|.

ϕ(x) = 5
√
x = y ⇒ x = y5 ⇒ ψ(y) = y5, ψ′(y) = 5y4, y ∈ (0, 2).

Èñêîìàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

g(y) =

{
5
32 y

4, y ∈ (0, 2)

0, y /∈ (0, 2).
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13. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 1

Âàðèàíò 1

1. Íà îòðåçêå [0; 1] íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà íàóäà÷ó âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé: A={ðàçíîñòü êîîðäèíàò ïåðâîé è âòîðîé òî÷åê
ìåíüøå 0,5}, B={ñóììà êîîðäèíàò òî÷åê áîëüøå óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
êîîðäèíàò}.

2. Ñòåðæåíü äëèíîé 1 ì ëîìàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äâóõ òî÷êàõ. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé áóäåò íå áîëåå
10 ñì?

Âàðèàíò 2

1. Îòðåçîê äëèíû L ëîìàåòñÿ íàóãàä â äâóõ âçÿòûõ òî÷êàõ. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.

2. Íà âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R íàóãàä áåðåòñÿ òî÷êà. Çàòåì ÷åðåç
ýòó òî÷êó ïðîâîäèòñÿ õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ãîðèçîíòàëüíîìó äèàìåòðó.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà õîðäû íå ïðåâîñõîäèò R.
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 2

Âàðèàíò 1

1. Â ÿùèêå 6 êàòóøåê áåëûõ, 4 êàòóøêè ÷åðíûõ è 2 êàòóøêè êðàñíûõ íè-
òîê. Êàòóøêè èçâëåêàþò ïî îäíîé áåç âîçâðàùåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî êàòóøêà ñ áåëûìè íèòêàìè ïîÿâèòñÿ ðàíüøå, ÷åì êàòóøêà ñ ÷åðíûìè
íèòêàìè.

2. Â ëåâîì êàðìàíå íàõîäÿòñÿ 5 ìîíåò äîñòîèíñòâîì 1 ðóáëü è 4 ìîíåòû
ïî 2 ðóáëÿ. Â ïðàâîì êàðìàíå 6 ìîíåò ïî 2 ðóáëÿ è 2 ìîíåòû ïî 1 ðóáëþ.
Èç ëåâîãî êàðìàíà â ïðàâûé íàóãàä ïåðåêëàäûâàþ äâå ìîíåòû. Çàòåì èç
ïðàâîãî èçâëåêàþò îäíó ìîíåòó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ìîíåòà
äîñòîèíñòâîì 2 ðóáëÿ?

3. Èìååòñÿ òðè ïàðòèè äåòàëåé ïî 20 øòóê â êàæäîé. ×èñëî ñòàíäàðòíûõ
äåòàëåé â êàæäîé èç íèõ ðàâíî 20, 15 è 10 ñîîòâåòñòâåííî. Èç íàóäà÷ó âû-
áðàííîé ïàðòèè íàóäà÷ó èçâëå÷åíà äåòàëü, îêàçàâøàÿñÿ ñòàíäàðòíîé. Äåòàëü
âîçâðàùàþò â ïàðòèþ è âòîðè÷íî íàóäà÷ó èçâëåêàþò äåòàëü, êîòîðàÿ òàêæå
îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëè èçâëå÷åíû èç
òðåòüåé ïàðòèè.

Âàðèàíò 2

1. Àáîíåíò çàáûë ïîñëåäíþþ öèôðó íîìåðà òåëåôîíà è íàáèðàåò åå íàóäà÷ó.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íàáåðåò íóæíûé íîìåð íå áîëåå ÷åì çà òðè
ïîïûòêè.
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2. Ïðè îáñëåäîâàíèè áîëüíîãî èìååòñÿ ïîäîçðåíèå íà îäíî èç çàáîëåâàíèé
H1 è H2. Èõ âåðîÿòíîñòè ðàâíû 0,6 è 0,4 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ óòî÷íåíèÿ äèà-
ãíîçà íàçíà÷àåòñÿ àíàëèç, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ èëè
îòðèöàòåëüíàÿ ðåàêöèÿ. Â ñëó÷àå áîëåçíè H1 âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîé ðå-
àêöèè ðàâíà 0,9, îòðèöàòåëüíîé − 0,1, à â ñëó÷àå áîëåçíè H2 ïîëîæèòåëüíàÿ
è îòðèöàòåëüíàÿ ðåàêöèè ðàâíîâåðîÿòíû. Àíàëèç ïðîâåëè äâàæäû, è îáà ðà-
çà ðåàêöèÿ îêàçàëàñü ïîëîæèòåëüíîé. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü êàæäîãî
çàáîëåâàíèÿ ïîñëå ïðîäåëàííûõ àíàëèçîâ.

3. Äâà ñòðåëêà ïîî÷åðåäíî ñòðåëÿþò ïî ìèøåíè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Âå-
ðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà ðàâíà 0,2; äëÿ âòîðîãî � 0,3. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ñòðåëîê ñäåëàåò áîëüøå âûñòðåëîâ, ÷åì âòîðîé.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 3

Âàðèàíò 1

1. Äàí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ :

ξ -2 -1 1 2 3

P 0,2 0,25 0,3 0,15 0,1
.

Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: à) η = 2 ξ; á) η = ξ2 − ξ.
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. Âû÷èñëèòüM [ξ],
D[ξ], P (0 < ξ 6 3).

2. Ïðîèçâîäèòñÿ ñòðåëüáà ïî öåëè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ÷èñëà ïðîèçâåäåííûõ âûñòðåëîâ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòðåëÿòü ìîæíî
íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

3. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

f(x) =

{
1/(π
√

1− x2), åñëè |x| < 1,

0, åñëè |x| > 1.
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Âàðèàíò 2

1. Ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîïàäàíèé â âîðîòà ïðè òðåõ îäèí-
íàäöàòèìåòðîâûõ óäàðàõ, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì óäàðå ðàâ-
íà 0,7.

2. Â óðíå ÷åòûðå áåëûõ è òðè ÷åðíûõ øàðà. Èç íåå ïîñëåäîâàòåëüíî âûíèìà-
þò øàðû äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà. Ïîñòðîèòü ðÿä è ìíîãîóãîëüíèê
ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ − ÷èñëà èçâëå÷åííûõ øà-
ðîâ.

3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä

F (x) =


0, åñëè x 6 −π/6,
a sin (x+ π/6 + b) , åñëè −π/6 < x < π/3,

1, åñëè x > π/3.

Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû a è b, P (0 < ξ < π/2). Óêàçàòü âèä f(x).
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 4

Âàðèàíò 1

1. Ïóñòü ξ ∈ N (5 ; 0, 5). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç 5 íåçàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèé õîòÿ áû â äâóõ èç íèõ ξ ïðèìåò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà
(2; 4).

2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä: f(x) = cosx â
èíòåðâàëå (0;π/2) ; f(x) = 0 âíå ýòîãî èíòåðâàëà. Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ3.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ Exp(λ). Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η = 3

√
ξ4 + 1.

Âàðèàíò 2

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ∈ N (1 ; 2). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = arctg 2 ξ.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0; π/4] . Íàé-
òè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = sin 2 ξ; âû÷èñëèòü åå
÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì a. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàâíî
1/
(
3
√

7π
)
. Âû÷èñëèòü P (|ξ − a| < 40).
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14. Ïðîâåðî÷íûå òåñòû

Ïîëó÷åííûå îòâåòû íåîáõîäèìî îêðóãëèòü äî òðåòüåãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé ïî ïðàâè-
ëàì îêðóãëåíèÿ, íàïðèìåð

0, 12345 ≈ 0, 123; 0, 12354 ≈ 0, 124.

Òåñò � 1. Êîìáèíàòîðèêà

1.1 Øåñòü ïàññàæèðîâ ñàäÿòñÿ â ýëåêòðè÷êó, ñîñòîÿùåé èç äåñÿòè âàãîíîâ.
Êàæäûé ïàññàæèð âûáèðàåò âàãîí íàóäà÷ó. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîå ÷èñëî âà-
ðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ïàññàæèðîâ â ýëåêòðè÷êå.
1.2 Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð {2, 3, 5, 7},
åñëè öèôðû íå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?
1.3 Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð {2, 3, 5, 7},
åñëè öèôðû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?
1.4 Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 3 êàðàíäàøà èç êîðîáêè, â êîòî-
ðîé íàõîäÿòñÿ 12 êàðàíäàøåé?
1.5 Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 5 ÷åëîâåê çà êðóãëûì ñòîëîì?
1.6 Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâå ÀÍÀÍÀÑ?
1.7 Â ëèôò 16-ýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âîøëè 4 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè îíè ìîãóò âûéòè íà íóæíûõ ýòàæàõ?
1.8 Ãðóïïà èç 10 ñòóäåíòîâ ñäàåò óñòíûé ýêçàìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìî-
æåò áûòü ñôîðìèðîâàí ïîðÿäîê îòâå÷àþùèõ?
1.9 Â óðíå 2 áåëûõ, 4 ÷åðíûõ è 6 êðàñíûõ øàðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî èçâëå÷ü èç óðíû ïÿòü øàðîâ, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí áåëûé?
1.10 Íà ïîëêå ñòîÿò 8 êíèã. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ èõ ðàñïîëîæåíèÿ,
ïðè êîòîðûõ 3 çàðàíåå ïîìå÷åííûå êíèãè îêàæóòñÿ ðÿäîì?
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Òåñò � 2. Âåðîÿòíîñòü

2.1 Â óðíå 6 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà. Íàóäà÷ó âûíèìàþò òðè øàðà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè áåëûå?
2.2 Â óðíå 6 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà. Íàóäà÷ó âûíèìàþò äâà øàðà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè ðàçíîãî öâåòà?
2.3 Â óðíå 6 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðà. Íàóäà÷ó âûíèìàþò äâà øàðà. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè îäíîãî öâåòà?
2.4 Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ïåðâûé è âòîðîé ýêçàìåí, ðàâíà 0,8
è 0,6 ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñäàòü îáà ýêçàìåíà?
2.5 Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ïåðâûé è âòîðîé ýêçàìåí, ðàâíà 0,8
è 0,6 ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñäàòü îäèí ýêçàìåí?
2.6 Èç ïÿòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè Ê,Á,Â,Ò,Î íàóãàä âûáèðàþò òðè è âûêëà-
äûâàþò íà ñòîë. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ¾ÊÎÒ¿?
2.7 Èç øåñòè êàðòî÷åê ñ áóêâàìè Ê,Á,Â,Ê,Ò,Î íàóãàä âûáèðàþò òðè è âû-
êëàäûâàþò íà ñòîë. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñëîâî ¾ÊÎÒ¿?
2.8 Àáîíåíò çàáûë äâå ïîñëåäíèå öèôðû òåëåôîííîãî íîìåðà è íàáðàë èõ
íàóãàä, ïîìíÿ ëèøü òî, ÷òî îíè íå÷åòíû è ðàçëè÷íû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íîìåð íàáðàí âåðíî?
2.9 Ñàìîëåò ïðîòèâíèêà îáíàðóæèâàåòñÿ òðåìÿ ëîêàòîðàìè ñ âåðîÿòíîñòÿ-
ìè 0,5; 0,7 è 0,9 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñàìîëåòà
õîòÿ áû îäíèì ëîêàòîðîì?
2.10 Òðè àâòîìàòà ïîñòàâëÿþò íà êîíâåéåð äåòàëè â ñîîòíîøåíèè 2:3:5. Âå-
ðîÿòíîñòè ïðîèçâîäñòâà áðàêîâàííîé äåòàëè íà ýòèõ àâòîìàòàõ ðàâíû 0,01;
0,02 è 0,05 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîäà÷è íà êîíâåéåð ãîäíîé
äåòàëè?
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Òåñò � 3. Ñõåìà Áåðíóëëè

3.1 Âû÷èñëèòü P5(3) ïðè p = 0, 2.

3.2 Âû÷èñëèòü P5(3 6 m 6 4) ïðè p = 0, 2.

3.3 Âû÷èñëèòü P200(3) ïðè p = 0, 2.

3.4 Âû÷èñëèòü P200(2 6 m 6 200) ïðè p = 0, 2.

3.5 Âû÷èñëèòü P200(50 6 m 6 65) ïðè p = 0, 2.

3.6 Âû÷èñëèòü P800(10) ïðè p = 0, 02.

3.7 Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ ìèøåíè ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 300 âûñòðåëàõ ìèøåíü áóäåò ïîðàæåíà íå ìåíåå 40
ðàç.

3.8 Âåðîÿòíîñòü îïå÷àòêè íà îäíîé ñòðàíèöå òåêñòà ðàâíà 0,001. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òåêñòå èç 1400 ñòðàíèö áóäåò íå áîëåå òðåõ îïå÷àòîê.

3.9 Âåðîÿòíîñòü óãàäàòü ïðàâèëüíûé îòâåò íà âîïðîñ â òåñòå ðàâíà 0,2.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü óñïåøíîé ñäà÷è òåñòà (îòâåò âûáèðàåòñÿ íàóãàä), åñëè äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî îòâåòèòü íà 40% âîïðîñîâ èç 20 ïðåäëîæåííûõ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, 20 âîïðîñîâ òåñòà ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ èç áàçû, ñîñòîÿùåé
èç 600 âîïðîñîâ.

3.10 Ïðè ñäà÷å ýêçàìåíà íà ïðàâî óïðàâëåíèÿ àâòîìîáèëåì íåîáõîäèìî ïðà-
âèëüíî îòâåòèòü êàê ìèíèìóì íà 38 âîïðîñîâ èç 40 ïðåäëîæåííûõ. Íà âûáîð
â êàæäîì âîïðîñå ïðåäëàãàåòñÿ 4 âàðèàíòà îòâåòà, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí
ïðàâèëüíûé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ïðîõîæäåíèÿ òåñòà, åñëè îòâåòû
âûáèðàþòñÿ íàóãàä.
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Ïðèëîæåíèå 1

Òàáëèöà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ C m
n = n!

m! (n−m)!

n \m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 1 − − − − − − − −
3 3 3 1 − − − − − − −
4 4 6 4 1 − − − − − −
5 5 10 10 5 1 − − − − −
6 6 15 20 15 6 1 − − − −
7 7 21 35 35 21 7 1 − − −
8 8 28 56 70 56 28 8 1 − −
9 9 36 84 126 126 84 36 9 1 −
10 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Ïðèëîæåíèå 2

Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ(x) = 1√
2π
e−

x2

2

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918

0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697

0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538

0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920

0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957

1,7 0940 0925 0909 0893 0978 0963 0848 0833 0818 0804

1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180

2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034

3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013

3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009

3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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Ïðèëîæåíèå 3

Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0040 0080 0112 0160 0199 0239 0279 0319 0359

0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0754

0,2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141

0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517

0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879

0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224

0,6 2258 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518 2549

0,7 2580 2612 2642 2673 2704 2434 2764 2794 2823 2852

0,8 2881 2910 2939 2967 2996 3023 3051 3079 3106 3133

0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389

1,0 3413 3438 3461 3485 3508 3531 3553 3577 3599 3621

1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830

1,2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015

1,3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177

1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319

1,5 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4430 44441

1,6 4452 4463 4474 4485 4495 4505 4515 4525 4535 4545

1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633

1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4700 4706

1,9 4713 1719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4762 4767

2, 0,4773 4821 4861 4893 4918 4938 4953 4965 4974 4961

3, 0,4987 4990 4993 4995 4997 4998 4998 4999 4999 4999
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