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П редисловие

Настоящее учебное пособие посвящено главным образом 
линейному функциональному анализу. От других пособий 
по функциональному анализу предлагаемый курс отличает 
большая прикладная направленность, в частности, большое 
число примеров, важных для приложений, и глава, посвящен­
ная решению операторных и дифференциально-операторных 
уравнений -  дифференциальных уравнений с операторными 
коэффициентами. Кратко логическое устройство курса отра­
жает следующая схема:

Пространства

Операторы

Операторные уравнения

Наполнение этих глав можно видеть из оглавления. В главе 
«Основные пространства» рассматриваются различные свой­
ства метрических и более подробно свойства линейных норми­
рованных пространств, выделяются пространства со специаль­
ными свойствами. Это необходимо, чтобы вводить линейные 
операторы и изучать их свойства в зависимости от свойств про­
странств, в которых эти операторы определены. Освоение гла­
вы «Операторы» дает необходимый аппарат для исследования 
и решения операторных уравнений. «Операторные уравнения» 
являются заключительной главой данного курса, важной с точ­
ки зрения построения самых разных моделей, возникающих в 
прикладных задачах, и исследования их решений.

Курс соответствует базовой части учебной программы дис­
циплины «Функциональный анализ» по направлению подго­
товки «Математика», содержит все необходимые доказатель­
ства, за исключением тех немногих теорем, смысл которых



вполне понятен из формулировки, а доказательство является 
слишком технически сложным.

Для студентов других специальностей, изучающих 
функциональный анализ, предложенный курс будет поле­
зен без большей части доказательств, но с учетом примеров и 
дополнений, в которых мы старались объяснить суть и логику 
излагаемого материала.

Основная задача пособия состоит в том, чтобы помочь 
студентам овладеть аппаратом функционального анализа, на­
учиться использовать его идеи и методы для постановки и ре­
шения конкретных задач. С этой целью в каждом параграфе 
наряду с основным материалом сформулированы вопросы и да­
ны упражнения, выполнение которых позволит студенту закре­
пить и более глубоко усвоить излагаемый материал. Большое 
количество примеров, приведенных в пособии, с одной сторо­
ны, помогают понять основные свойства изучаемых объектов, 
с другой стороны, являются важными с точки зрения прило­
жений функционального анализа в различных областях мате­
матики и естествознания.

При иллюстрировании учебного пособия использовались 
фоторепродукции с интернет-сайтов. Список источников при­
веден в конце пособия.



Функциональный анализ возник в результате взаимодей­
ствия и последующего обобщения на бесконечномерный случай 
идей и методов математического анализа, геометрии и линей­
ной алгебры. Объектами изучения линейной алгебры, как вы 
помните, являются линейные пространства и заданные на них 
линейные отображения — матрицы. Основной объект матема­
тического анализа -  отображения (функции) на множествах с 
заданным на них предельным переходом.

Основным объектом функционального анализа являют­
ся отображения (операторы) на бесконечномерных простран­
ствах, в которых определена операция предельного перехода. 
Оказывается, что линейных операторов на бесконечномерных 
пространствах огромное многообразие, среди которых важные 
для построения различных моделей интегральные и диффе­
ренциальные операторы. Это многообразие линейных операто­
ров со специфическими для них свойствами и методами реше­
ния операторных уравнений обусловило выделение линейного 
функционального анализа в отдельный раздел.

Функциональный анализ тесно связан не только с матема­
тическим анализом и алгеброй, он связан и обобщает методы 
практически всех курсов непрерывной математики, которые 
вы уже изучали или будете изучать. Например, задачи, воз­
никающие в теории обыкновенных дифференциальных урав­
нений:

x"{t) +  x(t) = a(t)x(t)  +  f ( t ) ,  a < t  <b,  x(a) = 1, x' (a) =  0, 

приводят к решению интегральных уравнений

— s)a(s)x(s)ds = cos (t — a) +  sin(t — s)f (s)ds.
J a

Среди интегральных уравнений выделяют уравнения первого 
и второго рода. Уравнение вида 

fb
x(t) — K{t , s)x{s)ds = y{t), t£[a,b],

J a

x(t) — sin(t



называют интегральным уравнением Фредгольма второго ро­
да, уравнение вида

— интегральным уравнением Вольтерра второго рода, а урав­
нение вида

* \
K{t , s)x{s)ds = y{t) K{t , s)x{s)ds = y{t) I , t£[a,b]

— интегральным уравнением Фредгольма (Вольтерра) первого 
рода.

К решению интегральных уравнений приводят и многие 
краевые задачи математической физики. Благодаря изучению 
свойств операторов, мы покажем, что интегральные уравне­
ния второго рода, как частный случай операторных уравнений 
второго рода х — Ах  = у с вполне непрерывными операторами 
А, порождают корректные задачи, а интегральные уравнения 
первого рода, как частный случай операторных уравнений пер­
вого рода А х  = у, порождают некорректные задачи.

Кроме техники интегральных уравнений, актуальные зада­
чи математической физики требуют использования широкого 
круга операторных методов. По сути методы современной ма­
тематической физики — это методы функционального анализа 
(см., например, [1]). Активного применения методов функцио­
нального анализа требуют и современные курсы теории вероят­
ностей и случайных процессов. В последнее время это связано 
с потребностью учитывать случайные явления в физике, эко­
номике, социальных и биосистемах. Утверждение «функцио­
нальный анализ — это язык непрерывной математики» подво­
дит итог сказанному о роли функционального анализа.



Глава 1. Основные пространства

1.1 . М е т р и ч е с к и е  и  л и н е й н ы е  н о р м и р о в а н н ы е  
п р о с т р а н с т в а

В настоящем курсе функционального анализа, в основном, 
линейного функционального анализа, мы будем использовать 
наиболее важные для приложений линейные нормированные 
пространства. Однако начнем курс с более общих, метрических 
пространств, где естественно определяется понятие окрестно­
сти, а значит, понятия сходимости, предельного элемента, от­
крытых и замкнутых множеств, непрерывности отображений 
(операторов) и т. д.

О п ределен и е 1.1. Метрическое пространство — это па­
ра (X , р), где X  — некоторое непустое множество произвольной 
природы, отображение р : X  х X  —>■ R, называемое расстояни­
ем (метрикой), удовлетворяет следующим условиям (аксиомы 
метрики):

1) Ѵж, j / 6 l = >  р(х, у) > 0, при этом р(х, у) = 0 х  = у,
2) Ух,у  £ І = >  р{х,у)  =  р{у,х)  (аксиома симметрии);
3) Ѵж, y , z  € X  => р(х, у) < р(х, z) +  p(z, у) (аксиома тре­

угольника) .

Зам еч ан и е . Если из контекста ясно, о какой метрике (или 
какого сорта метрик) идет речь, то метрическое пространство 
обозначают одной буквой X  -  той же, что и множество.

П р и м ер ы
1. Множество X  = R с хорошо известной метрикой р(х, у) = 

= \х — у\ образует метрическое пространство (R, р), которое 
обычно обозначают просто R.

2. Обобщением предыдущего примера является метриче­
ское пространство (X , р{х,у)  =  \х — у\): где X  — произвольное 
непустое подмножество R.



3. С [а, Ъ] =  (Х,р) ,  где X  — множество всех функций1 
х  = x(t),  t € [a',b], непрерывных на отрезке [а, Ь], а метрика 
определяется равенством

р(х,у) = sup Ix(t) - y ( t )I =  max \x(t) - y ( t ) \ .
t£[a,b\ Ща,Ь]

С другими примерами метрических пространств (МП) мы 
познакомимся при изучении линейных нормированных про­
странств (ЛНП) — важного частного случая метрических про­
странств.

В метрических пространствах оказывается возможным вве­
сти понятие окрестности (е-окрестности), позволяющее опре­
делить предельный переход и, как следствие, отображения со 
свойством непрерывности.

О п ределен и е 1.2. Пусть (Х,р)  — метрическое простран­
ство.

• От,крытым шаром с центром в точке х  € X  радиуса 
г > 0 называется множество

S rx = {у € X  : р(х,у) < г}.

• Зам,кнут,ым, шаром с центром в точке х  € X  радиуса 
г > 0 называется множество

S rx = {y е Х  : р{х,у)  < г}.

•  Множество М  С X  называется ограниченным, если оно 
содержится в некотором шаре из X .

• е- окрестностью точки х  € X  называется множество S%.

1 Н аряду с функциями, принимающими действительные значения, 
можно рассматривать комплекснозначные функции. Д ля наглядности мы 
по большей части рассматриваем действительнозначные функции.



• Множество М с І  называется открытым, если оно со­
держит любую точку с некоторой е-окрестностью.

• Точка х  € X  называется предельной точкой множества 
М  С X ,  если любая ее окрестность содержит точку из 
М , отличную от х  (содержит бесконечно много точек из 
М ). Множество всех предельных точек для М  будем обо­
значать М 1.

• Множество М  С X  называется замкнутым, если оно со­
держит все свои предельные точки. Замыканием М  мно­
жества М  называется объединение М  U М '.

Упражнение 1.1. Докажите, что множество М  с  X  явля­
ется замкнутым, если и только если оно является дополнением в 
X  до некоторого открытого множества.

Упражнение 1.2. Докажите, что объединение любого числа 
и пересечение любого конечного числа открытых множеств явля­
ется открытым множеством. Докажите, что пересечение любого 
числа и объединение любого конечного числа замкнутых множеств 
является замкнутым множеством.

Упражнение 1.3. Докажите, что замыкание является 
замкнутым множеством.

О п ределен и е 1.3. Пусть в метрическом пространстве 
{Х,р)  задана последовательность точек {хп } = {жга} ^ 1 С X.

• Точка х  € X  называется пределом последовательности 
{;хп} (обозначение х  = lim хп), если р(хп ,х)  —> 0 прип—̂ОО
п  —У оо, т. е.

Ѵе > О 3 N  € N : Ѵп > N  => р(хп , х) < е.

•  Последовательность {хп } называют сходящейся в (Х,р),  
если она имеет предел.



Упражнение 1.4. Докажите, чт,о для сходящейся последова­
тельности предел определяется однозначно. Докажите, что схо­
дящаяся последовательность является ограниченной.

О п ределен и е 1.4. Пусть заданы метрические простран­
ства (Х,рі )  и (Y,p2). Отображение /  : X  —>• Y  (точнее, 
/  : X  D D{ f )  —> R ( f ) С Y)  называется

• непрерывным в точке Xq € D ( f )  С X ,  если (непрерыв­
ность по Коши)

Ѵе > 0 35 > 0 : Ѵх £ D ( f )
pi (ж, ж0) < 5 => р2(/(ж), f { x  о)) < е;

• непрерывным на множестве М  С D(f ) ,  если оно является 
непрерывным в каждой точке этого множества.

Упражнение 1.5. Докажите, что отображение /  : X  —» Y  
непрерывно в точке хо € D(f) тогда и только тогда, когда для 
любой последовательности точек {хп} с  D(f),  сходящейся к точке 
хо в пространстве (Х,р{), последовательность точек { f ( xn)} С У 
сходится к точке f ( x о) в пространстве (У, рг) (непрерывность по 
Гейне).

Теперь переходим к изучению линейных нормированных 
пространств. Как следует из названия, в этом случае исход­
ное множество X  должно быть линейным пространством над 
некоторым полем скаляров Р, в отличие от метрических про­
странств, где множество X  является множеством произвольной 
природы. Свойство линейности X  является необходимым для 
того, чтобы определить на нем линейные операторы — один из 
основных объектов курса функционального анализа. Отметим 
также, что в рамках курса в качестве поля Р будет выступать 
поле действительных или комплексных чисел.

О п ределен и е 1.5. Линейное нормированное простран­
ство над полем Р — это пара (X, || • ||), где X  — линейное



пространство над полем Р, отображение || • || : X  —> R удо­
влетворяет следующим условиям (аксиомы нормы):

1) Ѵж € X  => \\х\\ > 0, при этом \\х\\ = 0 х  = 0;
2) Ѵж € X  ѴЛ € Р => 11Лж11 =  |А|||ж|| (однородность нормы);
3) Ѵж ,у  £ І = >  ||ж+2/|| <  ||ж|| +  ||у|| (аксиома треугольника).

Зам еч ан и е . Линейные пространства, так же как и метри­
ческие, часто обозначают одной буквой — X .

Упражнение 1.6. Докажите, что любое ЛНП является мет­
рическим, если метрику определить с помощью равенства р(х, у ) = 
= \\х — у II. Является ли произвольное МП линейным нормирован­
ным, если положить ||ж|| = р(х, 0)?

Рассмотрим п р и м ер ы  ЛНП, которые будут играть важ­
ную роль на протяжении всего курса. В этих пространствах 
далее будут отрабатываться вводимые новые понятия и дока­
зываться утверждения, теоремы. Поэтому для успешного осво­
ения курса необходимо их знать.

1. Пространство (Rd, ||ж||е) — линейное пространство векто­
ров ж =  (£і, £;2) • • • j £d) с d вещественными координатами, ев­
клидова норма на котором определяется равенством

М І е  = \ £ і&і!
k= 1

Проверка первых двух аксиом нормы не вызывает затрудне­
ний. Аксиома треугольника следует из неравенства Гельдера:

+  у \\1 = +  ^ І 2 -  +  l ^ l 2 +  2 ' 1^1
к=1

d
к= 1 к= 1 к= 1

d

— X / і^ і2 + 2 
к=1 к=1 

\2
\ Е і&і:

к= 1 \ к=1

=  ( І М | е  +  M U

<



Отметим, что при оценках евклидовых норм обычно проще за­
писывать оценки для квадратов норм.

Обсудим сходимость в этом пространстве. Пусть последо­
вательность

{жга}, где х п = п  € N,

сходится к точке Хо = , £2, . . . ,  ^ ) ,  т. е.

d
IIхп -  ЖоІІе =  “  ^fc|2 -------> °-' гг—> ook=1

В силу свойств предела числовой последовательности данное 
соотношение имеет место тогда и только тогда, когда

І І -------k = l , 2 , . . . , d .п—У СО
Таким образом, сходимость последовательности в простран­
стве (Rd, ||ж ||е) равносильна покоординатной сходимости.

Также можно рассматривать векторы х  = ({і, {2, • • •, £d) с 
комплексными координатами. В этом случае норма вместо аб­
солютных величин определяется через модули, а полученное 
пространство обозначается (Cd, ||ж||е). В примерах для нагляд­
ности мы ограничимся векторами с вещественными координа­
тами.

2. Пространство (Rd, ||ж||т ) — линейное пространство векто­
ров ж =  (£і, £;2) • • • j Cd) с d вещественными координатами, норма 
на котором определяется равенством

||ж |и  =  max \(к\.1 <k<d

3. Пространство (Rd, ||ж||8) — линейное пространство векто­
ров ж =  (£і, ^2) • • •) Cd) с d вещественными координатами, норма 
на котором определяется равенством

Ы .  = £ | & | .
к= 1

а



Покажем, как геометрически выглядят шары в Ж2 с тремя 
введенными нормами (рис. 1—3).

Рис. 1. Шар Sq1
в пространстве
(м2,ІИ |е)

Рис. 2. Шар S i 
в пространстве 

M m )

Рис. 3. Шар S] 
в пространстве

Упражнение 1.7. Опишите открытые и замкнутые множе­
ства, сходимость в пространствах (К2, ||ж||т ), (К2, ||x||s).

Теперь рассмотрим бесконечномерные аналоги этих про­
странств.

4. Пространство т  линейное пространство ограничен­
ных последовательностей х  =  (£і, £2?•••?£&?•••) вещественных 
(комплексных) чисел, норма на котором определяется равен­
ством

INI =  sup ICfcl-
k m

Проверка аксиом нормы не вызывает затруднений. Обсудим 
сходимость последовательности в этом пространстве. Пусть по­
следовательность

{хп}, где хп =  ( ^ ,^ 2, • • • ,£*, • • •), n e N ,  

сходится к точке xq =  (Сі 5 ?•••?£??•••) ^ т- е-



Из этого факта следует утверждение:

Ѵе > О 3 N  € N : Ѵп > N  У к € N => < е,

т. е. последовательность {жга} сходится к точке Xq равномерно 
по координатам. Проверка обратной импликации не вызывает 
затруднений. Таким образом, сходимость последовательности 
в пространстве т  равносильна равномерной покоординатной 
сходимости.

5. Пространство с — линейное пространство сходящихся по­
следовательностей х = (£і, £2) • • •) 6с) • • •) вещественных (ком­
плексных) чисел, норма на котором определяется равенством

IN I  =  sup|£fc|.
fc€N

6. Пространство Со — линейное пространство сходящихся 
к нулю последовательностей х = (£і, £2> • • • • • •) веществен­
ных (комплексных) чисел, норма на котором определяется ра­
венством

IN I  =  sup|&| =  m a x  |£fc|.feeN

Упражнение 1.8. Охарактеризуйте сходимость последова­
тельностей в пространствах с и со-

7. Пространство 1\ —линейное пространство последователь­
ностей х = (£і, £;2) • • • j 6с j • • •) вещественных (комплексных) чи­
сел, удовлетворяющих условию YlkLi ICfcl < 00, норма на кото­
ром определяется равенством

ОО
Ы  = £ Ы -

k= 1

Сходимость в этом пространстве называется сходимостью в 
среднем.



8. Пространство І2 — линейное пространство последователь­
ностей х = (£і, £2) • • •) 6с) • • •) вещественных (комплексных) чи­
сел, удовлетворяющих условию YlkLi ICfc|2 < 00, норма на ко­
тором определяется равенством

Сходимость в этом пространстве называется сходимостью в 
среднем квадратичном.

9. Пространство Ір,р > 1 — линейное пространство последо­
вательностей х = (£і, £2) • • •) 6с) • • •) вещественных (комплекс­
ных) чисел, удовлетворяющих условию l£fclP ^  ° ° ’ норма 
на котором определяется равенством

10. Пространство С[а, Ъ\ — линейное пространство функций 
х  : [а, Ь] —>■ R(C), непрерывных на отрезке [а, b], с нормой

Упражнение 1.9. Опишите шар S j с разными / ,  в частно­
сти:

а) в пространстве С[—1,1], если f(t) = t2;
б) в пространстве С|0,7г], если f(t) = sint.

11. Пространство C(R)  — линейное пространство функций 
х  : R —>■ R(C), ограниченных (sup |ж(^)| <  оо) и непрерывных

12. Пространство С к[а, Ъ\ — линейное пространство функ­
ций х  : [а, Ь] —>■ R(C), непрерывно дифференцируемых к раз на

жII =  max |ж(і)|.
t£[a,b]

на R, с нормой
ЖII =  sup |ж(і)|.



отрезке [а, b], с нормой

к к 
||ж|| =  V  sup |ж^(£)| =  V  max |ж^(£)| <  oo.

и > К[аМ

Упражнение 1.10. Охарактеризуйте сходимость последова­
тельностей в пространствах С[а,Ъ\, С(М) и Ск[а,Ь\.

13. Пространство L\[a, Ъ\ = L[a, Ъ\ — линейное пространство 
измеримых по Лебегу функций ж : [а,Ь\ —>■ R(C), удовлетворя­
ющих условию J^ \x(t)\dt < + 00, с нормой

|ж|| =  f \x(t)\dt. 
J а

14. Пространство L 2[a,b] — линейное пространство измери­
мых по Лебегу функций ж : [а,Ь\ —>■ R(C), удовлетворяющих 
условию \x(t)\2dt < + 00, с нормой

INI =  у  J |ж(і)|2сЙ.

Упражнение 1.11. Охарактеризуйте сходимость последова­
тельности в пространствах Ь\[а, Ь\ и L2K  Ь].

15. Пространство Lp[a,b\, р > 1 — линейное пространство 
измеримых по Лебегу функций ж : [а,Ь\ —>■ R(C), удовлетворя­
ющих условию J^ \x{t)\pdt < + 00, с нормой

гЬ 1
\x(t)\pdt

Р

16. Пространство Lp(R), р > 1 — линейное пространство 
измеримых по Лебегу функций ж : [а,Ь\ —>■ R(C), удовлетворя­
ющих условию JR \x(t)\pdt < + 00, с нормой

І М І р  =  ( /  W ) \ pdt
R 
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Упражнение 1.12. Приведите примеры сходящихся и расхо­
дящихся последовательностей в пространствах 4 16.

Приведенные примеры иллюстрируют богатый запас ли­
нейных нормированных пространств (а следовательно, и 
метрических пространств). Однако в некоторых разделах 
функционального анализа, например, в теории обобщенных 
функций, возникает необходимость использовать пространства 
бесконечно дифференцируемых функций с равномерной схо­
димостью последовательности самих функций и производных 
всех порядков, которую не удается записать как сходимость 
по некоторой норме: по аналогии с пространством С к[а,Ь\ 
ожидаемым кандидатом на норму в пространстве бесконеч­
но дифференцируемых функций является ряд из максимумов 
модулей производных, который в общем случае расходится. 
В этом случае можно попытаться ввести «правильную» для 
этого пространства сходимость с помощью не одной нормы, 
а семейства норм. Таким образом, приходят к определению 
счетно-нормированных пространств. Для того, чтобы опреде­
лить счетно-нормированные пространства, необходимо ввести 
понятие согласованных норм.

О п ределен и е 1.6. Две нормы || • ||і и || • ||2, заданные на 
линейном пространстве X ,  называются согласованными, если 
всякая последовательность {хп} С X ,  фундаментальная2 по 
каждой из этих норм и сходящаяся по одной из них к элементу 
х  € X ,  сходится к этому же элементу и по второй норме.

О п ределен и е 1.7. Счетно-нормированным простран­
ством называется линейное пространство X , в котором задана 
счетная система согласованных между собой норм.

Важным примером счетно-нормированного пространства, 
возникающего в теории обобщенных функций, является про­
странство быстро убывающих функций S  = S(R)  —

2 Определение фундаментальной последовательности в нормированном  
пространстве будет сформулировано в параграфе 1.3.



функций х  : R —> R, бесконечно дифференцируемых на R и 
стремящихся к нулю на бесконечности вместе со всеми своими 
производными быстрее, чем 1 /|і| в любой степени, т. е.

t kx {q)( t ) ------- VfceNoVgeNo-
\t I —Уоо

Счетная система норм в пространстве S  определяется следую­
щим образом:

\\х\\п = sup m ax |(1 +  п  € N.
k,q<n *€R

Другим, более общим, способом ввести требуемую сходи­
мость на данном множестве является введение топологии. На 
этом пути возникают топологические пространства (ТП). Ко­
ротко приведем необходимые определения.

О п ределен и е 1.8. Топологическим пространством назы­
вается пара (X, г), где X  — произвольное непустое множество, 
т — система подмножеств множества X  (называемых откры­
тыми), удовлетворяющая условиям:

1) X  £ т, 0 € т;
2) объединение любого числа и пересечение любого конеч­

ного числа множеств из т принадлежит т.

Топологические пространства являются обобщением МП с 
точки зрения понятия сходимости (непрерывности). В МП по­
нятие предельной точки вводится с помощью окрестности, что, 
по сути, эквивалентно понятию открытого множества. В свою 
очередь, окрестность определяется через метрику. В определе­
нии ТП фиксируется система т — набор подмножеств, каждое 
из которых по определению называется открытым. Таким об­
разом, фактически определяется набор окрестностей, с помо­
щью которых вводится понятие сходимости. Несмотря на то, 
что по определению ТП понятие системы т первично, в неко­
торых пространствах сначала описывается характер сходимо­
сти последовательности элементов и только после этого, если



нужно, определяется согласованная с этим типом сходимости 
система окрестностей.

Важным примером топологического пространства являет­
сяпространство V  = V  (R), называемое пространством Лорана 
Шварца, которое состоит из всех финитных3 бесконечно диф­
ференцируемых функщні. Последовательность (.)•„} с  D схо­
дится к элементу х £ V, если выполняются условия:

1 ) существует интервал, вне которого все- хп равны нулю;
* * /}Л *

2) для любоіч) к £ N последовательность х,г сходится рав­
номерно на этом интервале к .

Топологию (систему т), порождающую указанный вид схо­
димости в V,  можно задать с помощью системы окрестностей 
нуля. Каждая окрестность нуля: определяется конечным набо­
ром непрерывных положительных функций 7о, 7ъ •••> 7fc и со­
стоит из всех элементов х € V,  удовлетворяющих условиям

jx(t)\ < 7d(t), \x'(t)\ < 7i( f ) ,..., |a?(fc)(t)I < 7k(t) Vt G M.

Лоран-Моиз 
Шварц 

{5.03.1915 4.07.2002)

Израиль Моисееви ч 
Гельфанд 

(2.09.1913 5.10.2009)

Более общие топологические пространства, связанные с 
теорией обобщенных функций, были введены и подробно изу­
чены в научной школе И. М. Гельфанда.

* Функция х  : R —> JR называется финитной, если она обращается в 
нуль вне некоторого ограниченного интервала.



1.2 . С р а в н е н и е  н о р м

На одном и том же множестве можно задавать разные мет­
рики, а на одном и том же линейном пространстве (ЛП) можно 
задавать разные нормы. Рассмотрим, как можно сравнивать 
разные нормы, заданные на одном ЛП.

О п ределен и е 1.9. Пусть задано ЛП X  и на нем заданы 
две нормы ||ж||і и 11 ж 112 - Эти нормы называются эквивалентны­
ми!,, если

З а , / ? >  0 :  Ѵх £ X  => а:||ж||і <  ||ж|І2 < /3||ж||і. (1)

Упражнение 1.13. Докажите, что на множестве норм, за­
данных на ЛП, понятие эквивалентных норм задает отношение 
эквивалентности, т. е. это отношение обладает свойствами ре­
флексивности, симметричности и транзитивности.

Если в условии (1) выполняется левое неравенство, то го­
ворят, что норма I |ж 111 подчинена норме ||ж|І2 (или, что норма
11 ж 112 не слабее нормы ||ж||і).

Если в условии (1) выполняется левое неравенство, но не 
выполняется правое, то норма ЦжЦг сильнее нормы ||ж||і .

Вопрос. Что можно сказать о сходимости в пространствах 
(X, ||ж||і), (X, ЦжЦг), если нормы эквивалентны? Если одна норма 
подчинена другой?

В качестве п р и м ер а  сравним на линейном простран­
стве X ,  суммируемых с квадратом последовательностей 
х  = ( 6 ,£2, . . . , &,•••)> нормы

||ж||і =  sup|{fc|, ||ж|І2 =  Л ^ І ^ І 2-
k&i

Со второй нормой это пространство, как вы помните, назы­
вается І2- Поскольку для любого натурального к справедливо 
неравенство |^ |  < \ZYlkLi ICfcl2) то имеем оценку

| |ж і  II <  | |ж2 II , Ѵ ж  €  X ,



т. е. норма ||-||і подчинена норме Ц-Цг- Покажем, что вторая нор­
ма сильнее. Для этого достаточно найти последовательность 
{хп} С X,  которая сходится по первой норме, но не сходится 
по второй. Возьмем последовательность {жга}, определенную 
следующим образом:

х г

\
1 1 

- , . . . , - = , 0 , 0 ,  
п \ /п

/
Данная последовательность покоординатно сходится к элемен­
ту xq = ( 0 , . . . )  € X .  Более того, в силу соотношения

\\хп — ж0И1 =  sup|£fc - £о |  =  А= , п £  N
fceN ѵ п

эта последовательность сходится к x q  п о  первой норме. Однако 
из соотношения

\Хп 3̂ 0 II2 \ У ,  I ь  -  Соі2 _

к= 1 \ Е
к= 1

1
=  1, п  € N

следует, что сходимости по второй норме нет. Таким образом, 
норма II • 112 сильнее нормы || • ||і.

Упражнение 1.14. Сравните на пространстве С [а, Ъ] нормы

||х||і = max \x(t)\, ||ж||2 = ( [  \x(t)\pdt ] .te[a,b] \ J a

Упражнение 1.15. Сравните на пространстве Lp[a,b] нормы 

ІжІІі =  I \x(t)\dt, ||ж|І2 =  ( I \x(t)\pdt



I N i =  f  \x(t)\dt, \\х\\2 = (  f  \x(t)\2dt 
■J R \J  R

Можно ли их сравнить?

Т еорем а 1.1. В любом конечномерном линейном про­
странстве все нормы эквивалентны.

Д о к азател ьство . Зафиксируем базис {e-k}i=\ в Пусть

х  = ііж =
к=1

У^Лкек
к= 1

Сравним эту норму с евклидовой нормой: 

d
\\х\ У^Лкек

к= 1

d
< <

к= 1 \
d

1 > і ;
к= 1 \ Е

к=1
2 _

= 13\ ^ 2 \ ы 2 = р \\х \
к=1

где /3 =  \Jj2k=  1 llefcll2- Таким образом, получили, что произ­
вольная норма на подчинена евклидовой.

Покажем, что евклидова норма подчинена произвольной 
норме. Для этого рассмотрим функцию /(ж) = ||ж|| на мно­
жестве Si = {х : ||ж||е =  1} — единичной сфере радиуса 1 
с центром в нуле. Эта числовая функция непрерывна в силу 
неравенств:

I ||Жі|| -  ||ж2|| j < ||Жі -  Ж2 И < /3||Жі -  Ж2 11 е -

По известным свойствам непрерывных функций на ограни­
ченном замкнутом множестве, на единичной сфере радиуса 1 
непрерывная функция /  достигает своего наибольшего и наи­
меньшего значений. Пусть

а  = /(ж 0) =  ||ж0|| =  inf ||ж||, ж0 € Si.



В итоге получили обе оценки, необходимые для эквивалентно­
сти норм:

(3\\х\\е > \\х\\ > а\\х\\е. и

1 .3 . П о л н ы е  п р о с т р а н с т в а

Свойство полноты пространства R, которое удобнее всего 
выражается с помощью критерия Коши, играет фундаменталь­
ную роль в курсе математического анализа. В этом параграфе 
мы переходим к обсуждению полноты в метрических и норми­
рованных пространствах.

О п ределен и е 1.10. Пусть задано метрическое простран­
ство X .  Последовательность {жга} С X  называется фундамен­
тальной (последовательностью Коши), если

Ѵе > О 3N  € N : Ѵп, т > N  => р(хп , х т) < е.

Упражнение 1.16. Докажите, что фундаментальная после­
довательность в метрическом пространстве является ограничен­
ной.

О п ределен и е 1.11. Метрическое пространство X  являет­
ся полным, если в нем любая фундаментальная последователь­
ность сходится, т. е. выполняется критерий Коши.

Зам еч ан и е . Поскольку ЛНП являются МП, то понятие 
полноты автоматически переносится и на ЛНП.

Полные ЛНП называются банаховыми пространствами в 
честь Стефана Банаха, внесшего важный вклад в развитие 
функционального анализа: в трех базовых теоремах, называ­
емых принципами линейного анализа, есть имя Банаха.



Стефан Банах 
(30.03.1892 31.08.1945)

Рассмотрим п р и м ер ы  полных и неполных пространств.
1. Пространство Rd с любой нормой (все нормы на Rd эк­

вивалентны) является полным.

2. С[а,Ь\ полное пространство. Данный факт следует из 
теоремы, доказываемой в курсе математичеекоіх) анализа, о 
том, что если последовательность непрерывных функций фун­
даментальна в смысле равномерной сходимости, то она равно­
мерно сходится к непрерывной функции.

3. Важный пример неполноіх) пространства. Рассмотрим 
пространство L[a,b\ непрерывных на [а,Ь\ функций с инте­
гральной нормой

Зная геометрическую интерпретацию такоіх) интеграла (пло­
щадь иод кривой у = |/(ж)|), можем построить последователь­
ность непрерывных на [а, Ъ] функций, сходящуюся к разрывной 
функции, скажем, к характеристической функции некотороіх) 
отрезка [с, d], лежащеіх) внутри [а, Ъ\:

X  [c,d] '
1, если х  € [с, d],
0, если х £ [с, d],



Можем построить последовательность кусочно-линейных 
функций, сходящуюся к X[c,d] 110 интегральной норме, а 
можем построить последовательность сверток (в парагра­
фе 1.6 такие свертки рассмотрим более подробно). Однако 
возникает проблема: функция X\c,d\ — разрывная функция, 
она не принадлежит пространству L[a,b\. Чтобы доказать, 
что эта функция — единственный предел по интегральной 
норме построенной последовательности непрерывных функций 
(т. е. нет непрерывного предела), дополнительно рассмотрим

L[a,b\ — пространство кусочно-непрерывных на [а, Ъ\ функций 
с конечным числом разрывов первого рода и введем на 
нем интегральную норму. В этом пространстве построенная 
последовательность непрерывных функций сходится по норме 
к характеристической функции X[c,d\: а предел в любом ЛНП 
единственный.

Упражнение 1.17. Используя идею этого примера, построй­
те другие неполные пространства, выбирая на известных линейных 
пространствах «неродную» норму.

4. Пространство Ір является полным. Для доказательства 
рассмотрим произвольную фундаментальную в Ір последова­
тельность {х п}, т. е.

/  оо \  Ѵ р

Ѵе > О 3 N  : V m , n > N => -  C T J  < ^

Из этого утверждения следует, что

м
V e > 0 3 N :  Vm, п > N  УМ  € N => \ $  -  С Т  < , (2)

к= 1

а также

Ѵе > О 3 N  : Ѵт, п  > N  Ук € N => |££ - & \  < (3)



Из (3) получаем, что для любого натурального к числовая по­
следовательность {££■ }^Li является фундаментальной и, следо­
вательно,

е ° =  lim Ц.п—У СО

Таким образом, построена последовательность хо = {{^}- До­
кажем, что Хо € Ір и последовательность {жга} сходится к xq 
при п  —У оо в Ір. Переходя в неравенстве (2) к пределу при 
m —>■ оо, получим

м 
Ѵе > О 3 N  : Уп > N  УМ  € N => £  ^  < ( | ) Р . (4)

к=1

Тогда в силу неравенства Минковского для любого М  € N при 
п > N  имеем

м \ 1/р /  м \ 1/р /  м

Е й г  я Е й - йг  + Е к і ”
к= 1 /  Vfc=l /  \fc=l

/  оо \  VP

< I  + ( Е  іат  1 ,

т. е. Xq € Ір. Более того, из оценки (4) следует, что все частич­
ные суммы ряда YlkLi ICfc — £fclP ограничены, следовательно, 
этот ряд сходится и его сумма при п > N  меньше ер. Таким 
образом, последовательность {жга} сходится к xq при п  —> оо в 
пространстве Ір.

Упражнение 1.18. Докажите полноту пространств Lp[a,b\ 
и ЬР(Ж).

Теперь сформулируем и докажем два критерия полноты 
пространств: принцип вложенных шаров в МП и критерий Ко­
ши для рядов в ЛНП.

Т еорем а 1.2 (п ри нци п  в л о ж ен н ы х  ш аров). Для того, 
чтобы МП X  было полным, необходимо и достаточно, чтобы в



нем всякая последовательность вложенных замкнутых шаров, 
радиусы которых стремятся к нулю, имела непустое пересече­
ние.

Д о к азател ьств о  для наглядности проведем для ЛНП, его 
нетрудно перенести на случай МП.

=> Пусть X  — банахово пространство и пусть
~пГі 2̂ i г пЬх , S x , . . . ,  b Xn, . . .  — последовательность вложенных 
замкнутых шаров, радиусы которых гп стремятся к нулю.

Последовательность {жга} — центров этих шаров — фунда­
ментальна, так как радиусы стремятся к нулю. Следовательно, 
в полном пространстве X  существует предел

ж = lim х п , х  €
п — У СО I I кк

<= Пусть {хп} — фундаментальная последовательность. 
Покажем, что она имеет предел. В силу фундаментально­
сти последовательности можно выбрать такую точку х П1, что 
\\хп — %пі II < 1/2 при всех п > п \. Примем точку х П1 за центр 
замкнутого шара радиуса 1. Обозначим этот шар Si.

Далее выберем х П2 с условием > « і и ||жп — жП2|| < 1/22 
при всех п  > П2- Примем точку х П2 за центр замкнутого шара 
радиуса 1/22. Обозначим этот шар S 2 и т. д.

Продолжая этот процесс, получим последовательность вло­
женных замкнутых шаров, радиусы которых стремятся к ну­
лю. По предположению они имеют непустое пересечение. Пусть 
точка ж лежит в этом пересечении. Тогда ж — предельная точ­
ка для центров шаров х Пк. Следовательно, точка ж является 
предельной и для всей фундаментальной последовательности 
{жп}- ■

Рассмотрим при м ер , показывающий, что условие стремле­
ния к нулю радиусов шаров в теореме о вложенных замкнутых 
шарах в МП является существенным. Пусть X  = N и метрика 
определяется следующим образом:



Рассмотрим в этом пространстве произвольную фундаменталь­
ную последовательность {жга}. Тогда существует номер щ  та­
кой, что при любых п , т  > щ  верно неравенство р(хп , х т) < 1. 
В силу определения метрики из этого неравенства следует, что 
х п =  хПо для любого п > щ .  То есть {хп } является стационар­
ной, начиная с некоторого номера щ  и, следовательно, сходит­
ся к элементу х По € X .  Таким образом, в силу произвольности 
{хп}^= 1 пространство (Х,р)  является полным. При этом по­

—1 + —следовательность вложенных замкнутых шаров S n 2п имеет 
пустое пересечение. Нарисуйте эти шары.

О п ределен и е 1.12. Пусть в ЛНП X  задана последова­
тельность {ѵ,к}. Ряд — это формальная сумма вида:

ОО

U \  +  Ѵ,2 +  Us +  . . . +  Uk +  • • • =  Uk,
к= 1

где Uk называют общим членом ряда.

О п ределен и е 1.13. Ряд YlkLi ик называется сходящим­
ся в X ,  если последовательность частичных сумм Sn = 
= Y^k=\uk-, та € N имеет предел в X ,  который обозначают 
S  и называют суммой ряда.

Ряд 1 ик называется абсолютно сходящимся в X ,  если 
последовательность частичных сумм Y^k=i \\ик\\> п (£ N имеет 
предел в R.

Т еорем а 1.3 (кр и тер и й  полн оты  Л Н П  в терм и н ах  
сходим ости р яд о в ). Для того, чтобы ЛНП X  было банахо­
вым, необходимо и достаточно, чтобы в нем любой абсолютно 
сходящийся ряд сходился.

Д о к азател ьство
=> Пусть ЛНП X  является банаховым. Пусть ряд ик

абсолютно сходится. Тогда по критерию Коши для числовых



рядов для нормы II Sn+P -  Sn || =  E S + i  ик 

Уе > О 3N  : Уп > N  Ур е  N => ЦбѴи-р —5П|| <

имеем

п-\-р

£
к=п-\-1

< £.

Значит, последовательность {Sn} фундаментальна, следова­
тельно, в полном пространстве сходится.

Ф= Пусть {жга} — фундаментальная последовательность. 
Покажем, что она имеет предел в X.

Из фундаментальной последовательности {жга} можно вы­
делить х П1 так, чтобы \\хп — жгаі|| < 1/2 для всех п > п \. 
Далее, из фундаментальной последовательности {жга} можно 
выделить х П2 (щ  > п \)  так, чтобы ||жП2 — жгаі|| < 1/2. Про­
должая этот процесс, из фундаментальной последовательно­
сти {жп \ можно выделить подпоследовательность {х Пк } так, 
чтобы выполнялись неравенства ||жга?с+1 — х Пк\\ < 1 / 2К

Составим ряд:

S  — %т (ж„2 х П1) -\- . . .  “Ь (хПк Хпк—і) “Ь • • •

Этот ряд сходится абсолютно, так как мажорируется рядом 
ЦжщЦ +  J2kL 1 l / 2 fc- Тогда существует ж, к которому сходится 
последовательность его частичных сумм Sn . Легко проверить, 
что х Пк =  Sk- Тогда х Пк —> ж при к —> оо. Следовательно, 
хп —)■ х  при п —> оо. ■

С понятием ряда в банаховых пространствах тесно связано 
понятие базиса.

О п ределен и е 1.14. Пусть X  — бесконечномерное банахо­
во пространство. Последовательность {е^}  С  X  называется ба­
зисом в X ,  если для любого элемента ж € X  существует един­
ственная последовательность чисел {ak}  такая, что имеет ме­
сто представление

оо
Ж =

к=1
^   ̂СК̂ЖД; . 

=1



Упражнение 1.19. Докажите, чт,о последовательность 
{ек}, где

ек =  (0, 1,0, . . .),  k € N ,  
к

является базисом в пространстве Ір. Будет ли данная последова­
тельность базисом в пространстве со? с? т?

Введем понятие множеств первой и второй категории и при­
ведем еще одно свойство полных пространств.

О п ределен и е 1.15. Пусть задано МП X .  Множество 
М  С X  называется плотным  во множестве N  С X ,  если спра­
ведливо вложение N  С М .

Упражнение 1.20. Докажите, что множество М  плотно во 
множестве N , если и только если для любого положительного чис­
ла е и для любого элемента х е N  существует элемент у € М  
такой, что справедливо неравенство \\х — у\\ <  е.

О п ределен и е 1.16. Множество М  С X  называется всюду 
плотным, в МП X ,  если М  = X .

О п ределен и е 1.17. Множество М  С X  называется нигде 
не плотным, в МП X ,  если в каждом шаре содержится другой 
шар, не содержащий точек из М .

Упражнение 1.21. Докажите, что дополнение к всюду плот­
ному в МП X  множеству является нигде не плотным.

О п ределен и е 1.18. Множество в МП в X  называется 
множеством первой категории, если оно есть счетное объ­
единение нигде не плотных множеств. Если множество нель­
зя представить в виде счетного объединения нигде не плотных 
множеств, то оно называется множеством второй категории.

Т еорем а 1.4 (Б э р а  — Х ау сд о р ф а о катего р и ях ). Вся­
кое полное метрическое пространство X , в частности банахово, 
является множеством второй категории.



Д о к азател ьств о  от противного: пусть X  представимо в 
виде счетного объединения нигде не плотных множеств:

X  =  Mi U М2 U М3 U . . .

Возьмем какой-нибудь замкнутый шар S i в X .  Поскольку М і 
нигде не плотно в X ,  существует замкнутый шар S 2 С Si, не 
содержащий точек из M j. Поскольку М2 нигде не плотно в X ,  
существует замкнутый шар S 3 С S 2, не содержащий точек 
из М2. Продолжая этот процесс, получим последовательность 
замкнутых шаров Sk такую, что для любого к (£ N справедливо 
вложение Sfc+i С S^ и не содержит точек из М^.

Без потери общности можно считать, что радиусы Гк по­
строенных шаров Sk стремятся к нулю при к —> оо. Тогда по­
следовательность вложенных замкнутых шаров Sk с радиуса­
ми, стремящимися к нулю, имеет общую точку x q , принадле­
жащую пространству X .

С другой стороны, xq не принадлежит всем М&, объедине­
ние которых равно X  и, значит, не принадлежит X.  U

1 .4 . С еп ар абел ь н ы е п р остр ан ств а

О п ределен и е 1.19. Пространство (метрическое или ли­
нейное нормированное) называется сепарабельным, если в нем 
существует счетное всюду плотное множество.

Вопрос. Почему такое свойство является важным, полез­
ным?

Рассмотрим п р и м ер ы  сепарабельных и несепарабельных 
пространств.

1. Пространство Rd с любой нормой (все нормы на Rd экви­
валентны) является сепарабельным. В нем существует счетное 
всюду плотное множество, состоящее из векторов с рациональ­
ными координатами.

2. Пространства Ір тоже являются сепарабельными.



Упражнение 1.22. Постройте в Ір счетное всюду плотное 
множество.

3. Пространство С[а,Ь\ является сепарабельным. Докажем, 
что в этом пространстве счетным всюду плотным множеством 
является множество всех многочленов с рациональными коэф­
фициентами. Для этого напомним известный результат о рав­
номерном приближении непрерывной на отрезке функции мно­
гочленами — аппроксимационную теорему Вейерштрасса.

Пусть функция х  : [а, Ъ] —> R непрерывна на отрезке [а, Ъ\. 
Тогда для любого е > 0 найдется многочлен PN(t) =  J2k=о ak^k 
с действительными коэффициентами такой, что имеет ме­
сто неравенство

max Iрн(і) — x(t) I < e.
td[a,b\

Для любого натурального числа N  рассмотрим множество 
Р/ѵ всех многочленов с рациональными коэффициентами, сте­
пень которых не превышает N.  Так как всякий многочлен од­
нозначно определяется набором своих коэффициентов, то мно­
жество Р/ѵ равномощно множеству Qw+1, следовательно, яв­
ляется счетным. Тогда множество

Р =  U  Pn  С С[а,&],
м т

состоящее из всевозможных многочленов с рациональными ко­
эффициентами, также является счетным. Докажем, что Р  яв­
ляется всюду плотным множеством в пространстве С [а, Ь]. Вы­
берем произвольные элемент х  € С  [а, Ъ\ и число е > 0. Тогда по 
теореме Вейерштрасса найдется многочлен рдг(і) = ^2k=o aktk 
с действительными коэффициентами такой, что \\х— рм\\ < е/2. 
Далее, в силу равенства Q =  R для любого числа к € 0,..., N  су­
ществует рациональное число Ък такое, что выполнено неравен­
ство \ак — bkI < 5(e). Определим многочлен pN(t) = J2k=o^ktk



и оценим расстояние

ІЬлг - Р лНІ =  max
t£[a,b]

N

^ 2 (ak -  bk)t 
k=0

< ( N  +  l)£(e) (max{l, |a|, |fe|})W 

Тогда для
6(e) =

N

< ^ 2 \ak ~  bk\ max \t\k <
k=o t&[aM

2( N  +  1) (max{l, |a|, \b\})N

получаем оценку \\p n ~ P n \\ < ^/2. Следовательно, в силу нера­
венства треугольника справедливы оценки

\ \ х -рм\ \  < \ \ х -рм\ \  +  \\p n  ~ P n II < £,

т. е. для произвольного элемента х  € С[а,Ь\ и любого 
е > 0 построен многочлен с рациональными коэффициентами 
Pn  € Р  такой, что ||ж — Pn \\ < £• Этот факт доказывает, что Р  
всюду плотно в С  [а, Ь]. В силу счетности множества Р  заклю­
чаем, что пространство С[а,Ь\ является сепарабельным.

4. Пространства Lp[a,b\. В этих пространствах счетным 
всюду плотным (по своей норме) множеством также является 
множество многочленов с рациональными коэффициентами.

5. Пример несепарабельного пространства: т  — простран­
ство ограниченных последовательностей х = (£і ,£2, ■ ■ ■ ,£k, ■ ■ ■)
с нормой ||ж|| =  sup|£fc|.

fc€N
Доказательство несепарабельности, которое мы проведем 

для пространства т,  — это характерное доказательство несе­
парабельности метрических (нормированных) пространств.

Выберем в т  последовательности, состоящие из разных на­
боров нулей и единиц. Обозначим множество выбранных после­
довательностей через М.  Как вы знаете из курса математиче­
ского анализа, такие последовательности являются двоичным 
представлением вещественных чисел, и, следовательно, множе­
ство М  имеет мощность континуум.



Расстояние между разными точками из М  равно едини­
це. Проверьте! Если взять шары радиуса, скажем 1/4, вокруг 
каждой точки из М , то шаров будет столько же, сколько точек, 
и они не пересекаются. Следовательно, не может существовать 
счетного множества, для которого все выбранные точки были 
бы предельными. Таким образом, не существует счетного всю­
ду плотного множества в т.

Упражнение 1.23. Докажите, что пространство С(М) не 
является сепарабельным.

Указание. По аналогии с доказательством несепарабельности 
пространства то рассмотрите множество М, состоящее из наборов 
непрерывных функций Xk = Xk(t), t (Е R, k (E N, которые определя­
ются следующим образом. Н а отрезке [к, к + 1] график функции х^ 
представляет собой боковые стороны равнобедренного треугольни­
ка, высота которого равна единице. Вне отрезка [к, к + 1] функция 
Xk тождественно равна нулю.

Вопрос. Является ли сепарабельным пространство С[0, оо) 
функций х  : [0, оо) —> R , ограниченных и непрерывных на [0, оо ), 
с нормой \\х\\ = sup \x(t)\ ?

££[ 0,оо)

1 .5 . Е вк л и довы  и ги л ьбер тов ы  п р остр ан ств а

О п ределен и е 1.20. Пусть X  — линейное пространство 
над полем С. Скалярным произведением в X  называется отоб­
ражение ( у ) : Х х Х - > С ,  удовлетворяющее условиям:

1. Ѵж € X  => (ж, ж) > 0, при этом (ж, х) =  0 х  =  0;

2. Ѵж, y , z  € X  Ѵск, /3 € С => (ах  +  /Зу, z) =  а(ж, z) +  (3(у, z);

3 . Ѵ х , у £ Х  => (х,у) = (у,х).

О п ределен и е 1.21. Линейное пространство с фиксиро­
ванным на нем скалярным произведением называется евкли­
довым пространством.



Зам еч ан и е . Линейное пространство над полем комплекс­
ных чисел и со скалярным произведением еще называют уни­
тарным.

У тв ер ж д ен и е  1.1. Пусть X  — евклидово пространство. 
Тогда величина

\\х\\ = д /(х , х ), х  £ X  (5)

задает норму на X .
Д о к азател ьство . Очевидно, что для любого элемента 

х  £ X  выполнено неравенство ||ж|| > 0, а равенство ||ж|| =  О 
равносильно равенству (ж, ж) =  0, которое в силу определения 
скалярного произведения равносильно равенству ж =  0. Далее, 
для любых элемента х  £ X  т числа о; € С имеем

ЦскжЦ =  д /(ах, ах)  = д /а(х,  ах)  = \J а(ах, ж) =

=  л / аа (  ж, ж) =  |а|||ж||.

Теперь докажем неравенство треугольника. Для этого пока­
жем, что для любых элементов ж, у £ X  справедливо неравен­
ство Коши — Бѵняковского

I(Ж)у)\ < Ы\\у\\.

Действительно, для любого А € С справедливо неравенство

0 < (ж +  Ху, х  +  А у) = (ж, ж) +  А(ж, у) +  А(ж, у) +  | А| 2(у, у).

Заметим, что если у = 0, то неравенство Коши — Бѵняковского 
выполняется. Положим, что у ф  0 и А =  — Тогда получаем

0 < (ж, ж) — 2 I +  I ^  \ (х,у)\2 <( х , х ) ( у , у ) ,

и, следовательно, неравенство Коши — Бѵняковского доказано. 
В силу этого неравенства для любых ж, у £ X  получаем

Цж +  уЦ2 =  [х + у , х  + у) = ||ж||2 + 2Re{x,y)  +  ||y||2 <

<| |ж| |2 +2||ж|| | |у| |  +  ||у||2 =  (||ж|| +  ||у||)2.



Таким образом, все аксиомы нормы выполнены. ■

Из этого утверждения следует, что в евклидовом простран­
стве всегда можно задать норму, связанную со скалярным про­
изведением формулой (5). Эту норму называют нормой, по­
рожденной скалярным произведением. Таким образом, евкли­
дово пространство является ЛНП с нормой, порожденной ска­
лярным произведением. В этом случае возникает естественный 
вопрос об обратной связи, точнее, каким дополнительным усло­
виям должна удовлетворять норма в ЛНП для того, чтобы это 
пространство было евклидовым, т. е. данная норма порожда­
лась некоторым скалярным произведением? Ответ на данный 
вопрос предоставляет следующий результат.

У тв ер ж д ен и е  1.2. Для того, чтобы ЛНП X  было евклидо­
вым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 
параллелограмма:

Ух,у \\х + у \\2 +  \ \ х - у \\2 = 2(\\х\\2 +  \\у\\2).

Д о к азател ьство
=> Легко проверяется, если записать квадраты норм в ра­

венстве параллелограмма через скалярные произведения:

\\х + у ||2 +  ||ж - у \\2 =  (х  + у , х  + у ) +  (х - у , х - у ) =

=  (х, х) +  (х, у) +  (х, у) +  (у, у) +

+  (х, х) -  (х, у) -  (х, у) +  (у, у) =

= 2 (\\х\\2 + \\х\\2).

<̂= Проверку того, что при выполнении равенства парал­
лелограмма скалярное произведение, согласующееся с нормой, 
задается следующим образом:

(х,у)  = ~А{\\х + у \\2 -  \ \ х - у \ \ 2), 

можно посмотреть в [3]. I



В качестве п р и м ер а  рассмотрим пространство С [0,1] и по­
кажем, что данное пространство не является евклидовым. Для 
этого достаточно выбрать хотя бы одну пару элементов из про­
странства (7(0,1], для которой не выполняется равенство па­
раллелограмма.

Напомним, что норма в (7(0,1] определяется равенством
||ж|| =  max |ж(і)|. Выберем два элемента x(t) = t и y( t) =  1 — t. 

*€[0,1]
Очевидно, что ||ж|| =  1 и ||у|| =  1. Далее,

||ж +  у II =  max \t +  1 — t\ = 1, ||ж — у || =  max \t — 1 +  t\ = 1. 
te[o,i] *e[o,i]

В этом случае получаем, что

\\х  +  У\\2 +  \\х  ~  У\\2 =  2 /  4 =  2 ||жII2 +  2||у||2.

Следовательно, в силу утверждения 1.2 в пространстве С[0,1] 
невозможно ввести скалярное произведение, которое порожда­
ло бы имеющуюся норму.

Упражнение 1.24. Проверьте, являются ли евклидовыми 
пространства 1*2 К  Ь], Li[a, Ъ\.

О п ределен и е 1.22. Гильбертово пространство — это пол­
ное сепарабельное пространство с нормой, порожденной ска­
лярным произведении:

||ж|| =  л /  (ж, ж).

Другими словами, гильбертово пространство — это полное ев­
клидово сепарабельное пространство.

Обозначают произвольное гильбертово пространство обыч­
но буквой Н  (от Hilbert). Гильбертовы пространства — это про­
странства, по своим свойствам наиболее близкие к конечномер­
ным евклидовым пространствам. В этих пространствах многие 
результаты допускают геометрическую интерпретацию.



Давид Гильберт 
(23.01.1862 -  14.02.1943)

П рим ер . Покажем, что пространство І2 (над полем М) яв­
ляется гильбертовым пространством. Напомним, что в І2 нор­
ма элемента х  = (х\, х-2, ■ ■ ■, Хк, ■ ■ ■) определяется равенством
ІМІ =  \ / Y ^ = 1 хк■ Для любых элементов х, у G І2 определим в 
этом пространстве скалярное произведение следующим обра­
зом:

(х,у) = J 2 x kVk- (6)
к=1

Данное определение корректно, так как ряд в правой части 
сходится в силу неравенства Гельдера

к=1 \ Е
к= 1

f lv l
к=1

и выполняются все условия определения скалярного произве­
дения. Проверьте! При этом норма, порождаемая скалярным
произведением ||ж|| =  у/(х, х) =  \jYL k= і х ѣ с о в п а Да е т  с исход­
ной нормой на этом пространстве. Следовательно, простран­
ство І2 с заданным на нем с помощью равенства (6) скаляр­
ным произведением является евклидовым. Ранее было доказа­
но, что нормированное пространство Ір при любом р > 1 явля-



ется полным и сепарабельным. Таким образом, пространство
І2 является гильбертовым.

Зам еч ан и е . Аналогичным образом можно показать, что 
гильбертовым является линейное (над полем С) пространство
І2 последовательностей х  = ( х \ , х 2, ■ ■ ■, х^, ■ ■ ■) с комплексны­
ми координатами Хк € С, к € N, норма в котором определяется 
равенством ||ж|| =  \ZYlkLi \х к\2- В этом случае норма порожда­
ется скалярным произведением: (х , у ) =  YlkLi х к ~Ук-

Упражнение 1.25. Покажите, что гильбертовым является 
пространство L2 [а, Ъ\ (над полем <£) интегрируемых с квадратом 
модуля функций с нормой ||ж||2 = (х ,х ), где скалярное произведение 
задается интегралом: (х,у) = / оЬ x(t) ■ y(t)dt.

Упражнение 1.26. Проверьте, что гильбертовыми являют­
ся пространства с весом Ц[а, Ь\ и R), в которых норма задает­
ся следующим, образом:

Вопрос. Какие функции /  могут быть использованы в каче­
стве веса?

1 .6 . Н ек отор ы е воп росы  т еор и и  п р и б л и ж ен и й

В этом параграфе мы будем рассматривать для элемента 
х  из ЛНП X  элементы наилучшего приближения из некоторо­
го замкнутого выпуклого множества М  С X , в частности из 
подпространства М  = L.

О п ределен и е 1.23. Пусть X  — линейное пространство. 
Множество М  С X  называется выпуклым, если для любых 
элементов х, у € М  и любого числа а  € (0,1) имеет место 
включение а х  +  (1 — а)у  € М .



О п ределен и е 1.24. Пусть X  — линейное пространство. 
Множество М  С X  называется линейным многообразием, если 
для любых элементов ж, у € М  и любых чисел а, (3 € Р имеет 
место включение а х  +  (Зу € М .

О п ределен и е 1.25. Замкнутое линейное многообразие 
нормированного пространства X  называется подпростран­
ством.

О п ределен и е 1.26. Для х  € X  элементом наилучшего 
приближения из М  называется элемент х* € М  такой, что

\\х — х*\ \= inf ||ж — «II =: р(х ,М) .и и и(_м  II II I /

Отметим, что в зависимости от свойств пространства X  
и множества М  элемента наилучшего приближения может не 
быть или этот элемент может определяться не единственным 
образом.

У тв ер ж д ен и е  1.3. Пусть L  — конечномерное подпро­
странство ЛНП X .  Тогда для любого ж € X  существует (воз­
можно не единственный) элемент и* € L  такой, что

р(ж, L ) =  ||ж — «*||.

Д о к азател ьство . Пусть ж $ L, тогда р(ж, L) = d > 0. 
Почем,у? Зафиксируем набор {ед;}^=1 — базис в L. Пусть

Е т гк=1 — разложение произвольного элемента и из L  по 
базису. Введем на L  еще евклидову норму ||и||е := \jY^k=\ \Ѵк\2- 
Тогда в силу эквивалентности норм в конечномерном простран­
стве имеем

3 а, (3 > 0: Уи € L ск||и||е < |Н| < /3||и||е- (7)

Рассмотрим L e — линейное подпространство L  с евклидовой 
нормой, функция f (u)  = 11ж — и\\ непрерывна в L e:

I ||ж -  Ui\\ -  ||ж -  И2|| I < \\щ —112 II < f3\\ui -  U2 \\е-



Покажем, что inf ||ж — и II может достигаться только в шаре
и£Ь

ІНІе < г, г = a _1(d +  1 +  ||ж||).

Действительно, если ||и||е > г, то

||ж — «И > ||и|| — ||ж|| > а\\и\\е — ||ж|| >  аг — ||ж|| =  d +  1.

Значит, нижняя грань не может достигаться во множестве 
||и ||е  > г, а может достигаться (и достигается) только на огра­
ниченном замкнутом множестве ЦиЦе < г. Следовательно,

3 и* € L : р(х, L) = іпі \\х — и\\ = \\х — и*\\. U
и£Ь

Упражнение 1.27. Зная геометрию шаров в пространствах 
(R2, ||ж||е), (R2, ||x||m), (R2, ||x||s), покажите возможность суще­
ствования неединственного ближайшего элемента.

Кроме конечномерных пространств особую роль в вопросах 
приближения (и во многих других вопросах) играют евклидо­
вы пространства, особенно полные, т. е. гильбертовы простран­
ства без требования сепарабельности.

Т еорем а 1.5. Пусть М  — замкнутое выпуклое множество 
в полном евклидовом пространстве и точка ж £ М . Тогда су­
ществует единственный элемент у € М  такой, что

р(х , М)  = 11 ж у\\.

Д о к азател ьство . Знаем, что р ( х , М ) =  inf ||ж — -и|| =
и £ М

= d > 0. Из определения точной нижней грани следует, что

Уп € N 3 ип € М  : d < ||ж — ип \\ < d +  1/п.  (8)

Покажем, что последовательность {ип } фундаментальна, ис­
пользуя равенство параллелограмма, взяв за стороны ж — ип и
X Urn ■

I\ип ~  Um II2 +  ||2ж - и п -  ит II2 =  2 (||ж -  ип II2 +  ||ж -  ит II2) .



Элемент Mn+Mm g M,  так как М  выпукло, поэтому
, 2

11 о 112 л ип ' ипг ^  л ,]2\\2х — ип — ит \\ =  4 х -------------- > 4 а .

Далее, из неравенства (8) имеем

\\х — ип ||2 < (d +  1 / гг)2, ||ж — ит ||2 < (d +  1 /m )2. 

В силу данных неравенств имеем

\ип ~  ит ||2 = 2 ( \ \ х -  ип ||2 +  \\х -  ит ||2) -  4 х  —
ип I <

< 2(d +  1 /n )2 +  2(d +  1 /m )2 — 4d2 =

----->■ 0.
Ad Ad 2 2

----------- 1-------1----n  +
П  m  П 2 m ?  r i,m -s -o o

Отсюда следует фундаментальность последовательности {ип}. 
Так как М  — замкнутое множество в полном пространстве, то 
существует элемент у € М, который является пределом после­
довательности {ип}. Тогда, переходя к пределу в неравенствах
(8), получаем

||ж — y \ \ = d  = р(х, М).

Единственность получается от противного. Действительно, 
из равенства параллелограмма

4d2 =  2||ж — у||2 +  2||ж — у*||2 =
2

=  \\У — У* II +  4 

следует, что \\у — у*\\ = 0 .

ж —У +У
2 > \\У — У*\\ +

С ледствие. Пусть L  — подпространство в полном евклидо­
вом пространстве и точка ж ^  L. Тогда существует единствен­
ный элемент у € L  такой, что

p(x,L) = 11 ж у\\.

Отсюда вытекают два важных результата, для формули­
ровки которых приведем необходимые определения.



О пределение 1.27. Пусть X  — евклидово пространство. 
Элементы х, у € X  называются ортогональными (в этом слу­
чае пишут х А. у), если выполнено равенство (х ,у ) =  0.

О пределение 1.28. Пусть L  — линейное многообразие в 
полном евклидовом пространстве Н. Совокупность всех эле­
ментов из Н , ортогональных к L, т. е. ортогональных любому 
элементу из L, называется ортогональным дополнением к L  и 
обозначается Ь ^.

Упражнение 1.28. Проверьте, что L1- — подпространство в
Н.

Теорема 1.6. Пусть L  — подпространство в полном евкли­
довом пространстве и точка х  ^  L. Пусть p(x , L ) =  \\х — у ||. 
Тогда х — у -LL.

Доказательство. Докажем, что (х — у, h) =  0 для любого 
h € L. Для любого Л € С имеем

II х - у  + АЛ-ІІ =  \\х - ( у -  АЛ,) И > \\х -  у ||.

Следовательно,

(х — у +  Ah, х  — у + Ah) > (х — у, х  — у ) .

Раскрывая скобки и группируя слагаемые, получаем равно­
сильное неравенство

A(h, х  — у) +  Х(х — y,h)  + ААЦЛ.Ц2 > 0.

В этом неравенстве положим, что А =  —(х — y,h)/\\h\\2. Тогда 
получаем

к * - » > « ! ! > »  =» (Х - у , ю  = о. •



Теорема 1.7 (о разлож ении в прямую сум м у). Пусть 
L  — подпространство в полном евклидовом пространстве II. 
Тогда для любого х  € Н  справедливо разложение

х = у +  z, у € L, z €

где у и z определяются по х  однозначно.
Доказательство. Выберем произвольно х  € Н.  Тогда воз­

можны два случая. Если х  € L, то у =  х  и z = 0. Если х  ф L, то 
по следствию из теоремы 1.5 найдется единственный элемент 
у € L, определяемый равенством р(х,Ь) = \\х — у ||. Тогда по 
теореме 1.6 элемент z := х  — у £ Ь^~. Таким образом, получено 
разложение х  =  у +  z, где у € L, z € L-^. Единственность полу­
ченного разложения легко установить методом от противного. 
Проверьте! Я

Замечание. Элемент у в разложении х  = у +  z называ­
ется проекцией элемента х  на подпространство L, а элемент 
z — проекцией х  на подпространство Ь ^. Полученное свойство 
разложения единственным образом произвольного элемента из 
полного евклидова пространства Н  записывают еще так:

H  = L (B L ± .

Здесь знак ф как раз и означает, что любой элемент х  € Н  
единственным образом разлагается в сумму у € L  и z  € Ь ^.

Теоремы 1.5 -  1.7 и следствия из них часто формулируют 
как результаты в гильбертовых пространствах.

Упражнение 1.29. Докажите теорему Пифагора: для любых 
x,y , z  в полном, евклидовом пространстве справедливо равенство 
\ \ x f  = \ \yf  + \ \zf .

Упражнение 1.30. Докажите, что линейное многообразие М  
гильбертова пространства Н всюду плотно в Н тогда и толь­
ко тогда, когда единственным элементом в пространстве, орто­
гональным множеству М, является пулевой элемент.

В общем случае для ЛНП (необязательно евклидова и пол­
ного) имеет место следующий результат.



У тверж дение 1.4 (лемма Р исса о почти перпенди­
куляре). Пусть L  — подпространство в ЛНП X  и L ф X .  
Тогда

Ѵе € (0,1) 3ze ^  L : ||ze || =  1 & p(ze, L) > 1 — е. 

Доказательство. Пусть ж ^  L. Положим inf \\х — и II =" и£Ь
= d, d > 0. В силу свойств точной нижней грани имеем

d
Ѵе € (0,1) Зи£ € L : d < ||и£ — х\\ <

1 — е
Теперь покажем, что элемент

и£ — х  . . . .
-- Ті [71 -- 1I\ие — ЖII

и есть искомый элемент. Действительно, ^  L, поскольку в 
противном случае мы имели бы, что ие — х  € L  и, следователь­
но, х  € L, что противоречит выбору х. Далее, для произволь­
ного элемента и € L  имеем оценку

z£ -  и
и£ — X

іі---------и — и\\uF — ж
\\х -  (ие -  и\\ие -  ж||)|| ^ _

II II ^IIие -  х\\

так как элемент и£ — и\\и£ — х\\ =: у € L, а ||ж — у || >  d для
у е ь. и

Последний вопрос, который мы рассмотрим под углом про­
блем, связанных с приближением, — это приближение функций 
более гладкими, чем исходная, функциями. Для этой цели бу­
дет использована функция, называемая шапочкой, 5-образной 
функцией, ядром усреднения и пр., вернее, будет использова­
на последовательность таких функций ірп . При каждом п  € N 
функция ірп определяется следующим образом:

ч> ( f ) I CnGxp { - ? Г *  при  ̂< 1̂щ
[О при \t\ > 1 /п .

Здесь константа Сп выбирается так, чтобы Jv (pn (t)dt = 1. На 
рис. 4 представлены графики функций ірі,ір2,(рз-



Рис. 4. Графики функций ірі,(р2,(Рз

Упражнение 1.31. Докажите, что для любого п € N функция 
<fin бесконечно дифференцируема на М. Для любого ( е I  найдите 
предел lim (pn(t).

Y l— ^ОО

Начнем с приближения непрерывной на R функции /  сверт­
кой с шапочками

tf*<Pn){x)= [ f{t)<pn{x-t)dt.
J  R

О свертке известно, что для функций f , g G  Li(R) свертка

( /  * 9) (х) ■= [  f{t)g{x -  t)dt 
J  R

существует и тоже принадлежит Li(R) (см., например, [3]).

Упражнение 1.32. Проверьте, что для любых интегрируе­
мых на R функций /, g свертка f  * g коммутативна:

( /  * 9) (х) := [  f{t)g{x -  t)dt = [  g{t)f{x -  t)dt 
J * J *

и является интегрируем,ой на R функцией.



Для свертки непрерывной на R функции /  с шапочками ірп 
имеем равенства

При этом из теорем о дифференцировании функций по пара­
метру под знаком интеграла следует, что ( /  * ірп) (х ) € С°°(М).

Таким образом, мы получили поточечное приближение 
непрерывной на R функции /  бесконечно дифференцируемыми 
на R функциями f  * ірп .

Упражнение 1.33. Аналитически и геометрически покажи­
те приближение Х[а,ь] — характеристической функции отрезка 
[а, Ъ\ — функциям,и Х[а,Ъ) * <Рп & С °°(М ).

1 .7 . Р я д ы  Ф ур ье

Гильбертовы пространства обладают многими хорошими 
свойствами, которые их делают похожими на конечномер­
ные евклидовы пространства. Одним из таких свойств являет­
ся результат о разложении произвольного полного евклидова 
(а значит, и гильбертова) пространства в прямую сумму.

Другое важное свойство гильбертовых пространств — нали­
чие рядов по ортогональным системам — рядов Фурье. Пусть 
в гильбертовом пространстве Н  задана ортогональная система 
{ірк} — множество функций, для которых скалярное произве­
дение (ipk,<pj) равно нулю при к ^  j  и отлично от нуля при 
к = j .  Множество функций {ек '■= ^fc/||^fc||} образуют орто- 
нормальнѵю систему.

( /  * ірп) (х) := [  f(t)ipn (x -  t)dt = [  Lpn ( t ) f (x  -  t)dt

=  f ( x  — t*) -------> f (x) ,  x  € R.n—̂oo



Упражнение 1.34. Проверьте, что знакомая вам из курса ма­
тематического анализа тригонометрическая система

является ортогональной в L2 [а, Ъ\. Постройте соответствующие 
ей

1) ортонормальную тригонометрическую систему в ^ [а ,  Ъ\,
2) ортогональные и ортонормальные тригонометрические си­

стемы в Z /2 [— 7Г,7Г] U в Z /2 [ 0 , 7г].

Упражнение 1.35. Докажите, что в гильбертовом про­
странстве любая ортогональная система не более чем счетна.

О п ределен и е 1.29. Ряд вида £ Г = і a k<pk ( £ Г = і « ^ )  на­
зывается рядом по ортогональной системе {(fit} (рядом по ор- 
тонормальной системе {ек}). Ряд вида

называется рядом Фурье элемента х  по ортогональной системе 
W k}  (рядом Фурье элемента х  по ортонормальной системе

О п ределен и е 1.30. Ортогональная (ортонормальная) си­
стема {(pk} ({efc}) называется ортогональным, (ортонормаль- 
ным) базисом в гильбертовом пространстве Н, если для любого 
элемента х  € Н  существует единственная последовательность 
чисел { ак} такая, что имеет место представление

Из того, что любое гильбертово пространство Н  по опреде­
лению является сепарабельным, следует, что в нем существует

'У '  %к&к; %к — (®) Cfc) 
,к=1

{ек})-



счетное всюду плотное множество. Из этого счетного всюду 
плотного множества через их линейные комбинации по пра­
вилу ортогонализации Грамма — Шмидта можно построить 
ортогональную (линейно независимую) систему, которая тоже 
будет плотной в Н.  Эта система является ортогональным ба­
зисом в Н.

Из полученного указанным способом счетного ортогональ­
ного базиса {фк} можно построить ортонормальную систему — 
ортонормальный базис {е^ := V’fc/IIV’fcll}- Таким образом, в лю­
бом гильбертовом пространстве существуют счетный ортого­
нальный и счетный ортонормальный базисы.

Оказывается, что частичные суммы ряда Фурье Y^k=i х кфк 
по ортогональным (ортонормальный) системам обладают за­
мечательным свойством оптимальности: они являются наи­
лучшим приближением к х  среди всех линейных комбинаций
E L i  а кФк-

Далее мы для простоты будем рассматривать ряды Фурье 
по ортонормальный системам. Указанное свойство оптималь­
ности отражает следующая теорема.

Теорема 1.8. Пусть {е^} — бесконечная ортонормальная 
система в гильбертовом пространстве Н, рассматриваемом для 
простоты над полем действительных чисел. Тогда для любого 
элемента х  € Н  частичная сумма ряда Фурье Y^k=i х кек мини­
мизирует норму разности \\х — Y^k= 1 a fcefc|| по всем частичным 
суммам Sn = Y lk= la kek-



Доказательство. Для любого п  € N имеем
/  П  П  \

\х -  S'nll2 =  ж -  ^  a fcefc, х - ^ 2  а кек =
к=1 fc=l

fc=l /  \fc=l fc=l 
n

( ж, ж)  - 2  ^ж,  ^ a fcefcJ  +  ( ^ a fcefc, ^ a kek

П  П

ІжІІ2 - 2 ^ a kx k + ^ a |
fc=l fc=l 

П П

fc=l k=1
Из полученной цепочки равенств легко видеть, что минимум 
\\х — <Sn || достигается при условии равенства нулю последнего 
слагаемого:

П

— х к)2 =  0, т. е. при а к = х к, к =  1 , . . . ,  п.
к= 1

В этом случае
П

\\х — бѴіЦ2 =  ||ж||2 — ^ ж | .  ■ 
к= 1

Для любого элемента ж € Я  из неравенства ||ж — бѴіЦ2 > О, 
справедливого для любого п  € N, следует, что

У > 2 < ||ж||2 Ѵп € N.^  IF'l'2 
k=l

Таким образом, частичные суммы ряда, составленного из квад­
ратов коэффициентов Фурье, ограничены и, следовательно, 
этот ряд сходится, а для суммы ряда справедливо неравенство, 
называемое неравенством Бесселя-.

ОО

Еж!  ̂INI2- 
к=1



Если система {е^} С Н  такова, что для любого х  € Н  вы­
полняется равенство

называемое равенством Парсеваля, то данная система4 явля­
ется базисом в Н . Более того, справедливо и обратное утверж­
дение. Таким образом, имеет место следующий результат.

Теорема 1.9. Ортонормальная система {е^} вещественно­
го гильбертова пространства Н  является базисом в II тогда и 
только тогда, когда для любого элемента х  € Н  справедливо 
равенство Парсеваля (9).

Доказательство
=> Пусть } — базис пространства Н . Тогда для любого 

элемента х  существует единственная последовательность чи­
сел {скд;} такая, что имеет место представление х  = YlkLi a fcefc- 
Покажем, что для любого номера к выполнено равенство 
а к =  х к- В силу ортонормальности системы {е^} для любого 
номера п > т  верно равенство

По определению сходимость ряда YlkLi a fcefc равносильна соот-

(9)
к = 1

Тогда для любого номера п > т  имеем

% т
к = 1

П

ношению \\х — ^ ^ = 1  а к£-к\\ -------> 0. Тогда в силу неравенства

4 Система {е^} в Н ,  для которой имеет место равенство Парсеваля, 
называется полной.



К оти  — Бѵняковского имеем

П

^ '  ĈfcCfc, enж —
к= 1

< Ж —
fc=l

-> 0.

Из этого соотношения следует, что для любого m € N справед­
ливо равенство

%т — Ит [ X N ' (Хк&к) Ст I + СКт — СКт .га—>-оо \ /
fc=l

Таким образом, для элемента х  имеем представление х  
= SfcLi а к&к =  S fc li х к&к- Тогда в силу равенства

га
X ^  ' Хк&к 

к = 1
ІжІІ2 —

и соотношения ||ж — Y^k=i ж&е£;|

к=1

->■ 0 получаем, что

0 =  И т ||ж||2 —П—)>С© \ Е
fc=i

ж| | ж | | 2  — Е
к=  1

ж|.

Следовательно, для любого элемента ж € выполнено равен­
ство Парсеваля.

<̂= Пусть {е^} — ортонормальная система в Н  и для любого 
элемента ж € выполнено равенство Парсеваля. Тогда имеем

Итп—̂ОО х  —

к=  1
И т ( ||ж||2 — J > 2 j = ||ж||2—̂ ж |  = 0.

fc=i fc=i

Следовательно, ряд Фурье элемента ж сходится к этому эле­
менту. Таким образом, для любого элемента ж € Н  имеет место 
представление ж =  YlkLi х к&к-

Пусть существует другая последовательность чисел {а к} 
такая, что имеет место представление ж =  YlkLi а кек- Тогда

2



с помощью рассуждений, аналогичных доказательству необхо­
димости, получим для любого к (£ N равенство = а^. Сле­
довательно, для любого элемента х  существует единственная 
последовательность чисел {хк} такая, что х  =  Y^k=ix kek: т. е. 
система {е^} — ортонормальный базис в Н.  U

Упражнение 1.36. Докажите, что система {е^}, где

является ортонормальным базисом в пространстве h-

Упражнение 1.37. Посмотрите, как изменится доказатель­
ство теоремы 1.8  в случае гильбертова пространства над полем 
комплексных чисел. Проверьте, что неравенство Бесселя будет 
иметь вид \хи\2 < \\х\\2, а равенство Парсеваля —

Теперь обсудим особую роль пространства І2 среди всех 
гильбертовых пространств. Покажем, что всякое гильбертово 
пространство Н  можно в определенном смысле отождествить 
с пространством І2- Для этого введем необходимые понятия.

О пределение 1.31. Линейные нормированные простран­
ства X  и Y  называются (линейно) изоморфными, если суще­
ствует биективное отображение /  : X  —> Y  такое, что для лю­
бых а, /3 € Р и для любых х, у € X  справедливо равенство:

О пределение 1.32. Линейные нормированные простран­
ства X  и Y  называются изометричными, если существует отоб­
ражение /  : X  —> Y  такое, что для любого х  € X  справедливо 
равенство:

ек =  (0, . . . , 0 , 1,0, . . .),  k e N ,
к

( 10)
к= 1

f { a x  +  fiy) = af {x )  +  f i f(y).

||/(ж)||у =  IN I* .



Если ЛНП X  и Y  изоморфны и изометричны, то пишут 
X  ~  Y.

Для произвольного гильбертова пространства Н , используя 
равенство Парсеваля (10), теорема Рисса — Фишера позволяет 
установить изоморфизм и изометрию между пространствами 
Н  и І2 (Н ~  I2) следующим образом: для любого х  € Н  с 
коэффициентами Фурье Хк,к € N по ортонормальному базису 
имеем

ОО

1И12г = Е1**12 = 1Ж. где * := (х и х 2 , - - - ,хк, . . . )  е 12.
к= 1

Теорема 1.10 (Рисса — Ф иш ера). Пусть {е^} — произ­
вольная ортонормальная система в полном евклидовом про­
странстве Н  и пусть последовательность {ак} такова, что ряд 
SfcLi \а к\2 сходится (т. е. {сек} € ^)- Тогда существует такой 
элемент х  € Н , что

С©

а к = (х,ек) и ^  \ак\2 = (х,х)  = ||ж||2. 
к=1

Доказательство. Положим Sn = Y lTk= ia kek- Тогда

п-\-р

||»5ггН-р $п\\ =  H ^ n + l^ n + l * * * Н~" (%п-\-р&гг-\-р || =  ^   ̂ \®к\ *
к=п-\-1

В силу сходимости ряда \<Ук\2 и полноты пространства
получаем, что последовательность {Sn} сходится к некото­

рому элементу х  € Н: \\х — <5П|| —>■ 0 при п —> оо. Далее,

Ѵп, Ш (ж, 6т ) — (»$гго бт ) (ж &гп) ч

причем справа первое слагаемое при п > т  равно а т, а второе 
стремится к нулю при п —> оо, так как



и по определению х  имеем \\х — SViH ~ 0 при п —> оо. Отсюда 
получаем для любого m € N равенство (х, ет) = а т и соотно­
шение

С©

^  \ак\2 = (х , х ). 
к=1

Действительно,

(
п п  \  п

х - ^ 2  а ^ к , х  -  ^  а кек = (х,х)  -  ^ 2 \а к\2 0. ■ 
к=1 fc=l /  fc=l

Разложение в ряды Фурье — широко применяемая техника 
для решения многих конкретных прикладных задач. Особен­
но эта техника полезна при решении линейных операторных 
уравнений. Например, уравнений вида (XI  — А)х = у, если 
линейный оператор А  имеет ортогональный базис {срк}, состоя­
щий из собственных векторов. Следовательно, такой оператор 
имеет и ортонормальный базис {е^}, состоящий из собствен­
ных векторов: Аек = Хк&к- По этой системе и составляются 
ряды Фурье для элемента у, определяемого исходными данны­
ми, для неизвестного элемента х  и для элемента (XI  — А)х:

ОС ОС

(XI -  А)х  = ^ ( А  -  Хк)хкек = у = ^ У к & к  => х к = ^  .
к=1 к=1 к 

После изучения главы «Основные пространства» перейдем 
к изучению второй большой темы курса — «Операторы», где, 
в частности, выделим операторы А,  имеющие ортогональный 
(следовательно, ортонормальный) базис, состоящий из соб­
ственных векторов. Для уравнений с такими операторами осо­
бенно актуально применение техники разложения в ряды Фу­
рье по собственным векторам.

1 .8 . П р и н ц и п  сж и м а ю щ и х  о т о б р а ж ен и й

К ак  мы отметили в преды дущ ем п араграф е, важ ной  тех­
никой, используемой д л я  реш ения многих прикладны х задач



в гильбертовых пространствах, является разложение в ряды 
Фурье.

Другая важная техника связана с применением в полных 
пространствах метода последовательных приближений (или 
метода неподвижной точки, или метода итераций) для решения 
функциональных, дифференциальных и интегральных ѵравне- 
ний.

Пусть А  — оператор (т. е. однозначное отображение), дей­
ствующий в полном метрическом пространстве X ,  в частности, 
в банаховом пространстве.

О п ределен и е 1.33. Оператор А : X  —>• X  называется 
сжимающим, если для любых х, у € X  выполняется оценка

р(Ах,  Ау) < а  р(х,у),  где а  < 1.

Упражнение 1.38. Пусть отображение А : С [0, 5] —> С [0, 5] 
определяется равенством Ax(t) = f 0 x 2(s)ds. Докажите, что это 
отображение не является сжимающим.

О п ределен и е 1.34. Точка х  € X  называется неподвиж­
ной точкой оператора А, если она является решением уравне­
ния х = Ах.

Т еорем а 1.11 (при нци п  сж и м аю щ и х  отображ ен и й ).
Всякое сжимающее отображение, определенное в полном мет­
рическом пространстве, имеет одну и только одну неподвиж­
ную точку.

Д о к азател ьств о  теоремы основано на доказательстве то­
го, что последовательность приближений {жга}:

х \  =  А х  о, Х2 = А х \ = А 2х  о, . . . ,  хп = А хп- і  = Апх  о, . . . ,

где точка Xq взята произвольно, является фундаментальной и, 
следовательно, сходится в полном пространстве: х п —> х  при 
п —> оо. Эта предельная точка х, в силу непрерывности лю­
бого сжимающего оператора, как раз и является единственной 
неподвижной точкой оператора А.



Доказывать, опять-таки для наглядности, будем в норми­
рованных пространствах. Пусть т > п, тогда, учитывая, что

Ѵ ж , | / е Х Ѵ п е М  => \\Апх — Апу\\ < ап \\х — у\\,

получаем

IIХ п  ~  Х т \\ = \\АПХ0 -  А тх о|| < ап ||ж0 -  х т- п \\ <
< ап (||ж0 — жі И + ... + ||жт _га_і - ж т _га||) <
< ага(||ж0 — жі|| (1 + а + а 2 + . . .  + ат~п~1) <

< а га||ж0 -  ж іN 1 .
1 — а

Отсюда, в силу lim ап = 0, следует фундаментальность по­" п—̂ОО " "
следовательности {жга}. Поскольку X  — полное пространство, 
то

3 ж € X  : х  = lim х п ,
п — у СО

и имеет место оценка для предельного элемента

||ж„ -  ж|| < а га||ж0 -  Х \II- -— =  а га||ж0 -  А х 0\\—^— .1 — а 1 — а
Из того, что А  является сжимающим оператором: ЦЛж — Ау\\ <
< а ||ж — уII, следует, что он непрерывен, значит

А х  =  A  lim х п = lim А хп = lim х п+\ = ж.п—̂оо п—̂оо п—̂оо

Таким образом, существование неподвижной точки доказано. 
Единственность докажем методом от противного. Пусть

ж =  Ах, у = Ау, х  ф у .

Тогда

\\х-у\\ = \ \ А х - А у \ \ < а \ \ х - у \ \  ==> \ \ х - у \ \ = 0  х  = у. ■

Рассмотрим п ри м ер , показывающий, что для существо­
вания неподвижной точки недостаточно выполнения условия 
р(Ах,  Ау) < р{ х, у) при всех ж фу.



Пусть X  =  [1,+оо), р(х,у) = \х — у\ и отображение 
А : X  —>• X  задано следующим образом: Ах  = х  +  К  Для 
любых различных х, у € X  имеет место оценка

1 1 1
X Н-------у ----- = \х-у\ 1 ------ <

ж у ху
< \ х -у \  = р(х,у).р(Ах,  Ау) =

Однако данное отображение не имеет неподвижной точки, по­
скольку уравнение Ах  = х  не имеет решений.

Применение принципа сжимающих отображений к реше­
нию функциональных уравнений f ( x)  = х  с функцией / ,  удо­
влетворяющей условию Липшица с показателем а  < 1:

| /(жі) -  f { x 2)I < a \x i - x 2\,

и уравнений F(x)  = 0 : XF(x)  = x  — f (x) ,  а также применение 
принципа сжимающих отображений к решению задачи Коши 
для дифференциальных уравнений можно найти в [3].

Остановимся подробно на применении принципа сжимаю­
щих отображений к решению интегральных уравнений Фред- 
гольма и Вольтерра второго рода. Начнем с применения к ре­
шению уравнений Фредгольма — важного раздела курса функ­
ционального анализа.

Уравнение вида

x(t) — A f K(t ,  s)x(s)ds = y(t), t&[a,b] (11)
J a

называется интегральным уравнением Фредгольма второго ро­
да, а уравнение

f K(t ,  s)x(s)ds = y(t), t&[a,b]
J a

— интегральным, уравнением Фредгольма первого рода. Здесь 
функция K( t , s )  задана, она называется ядром, интегрального 
оператора /С:

K.x(t) = f  K( t , s)x(s)ds.
J а



Функция у определяется исходными данными задачи, а х  — 
неизвестная функция.

Э. И. Фредгольм в начате прошлого века впервые исследо­
вал решение интегральных уравнений и получил результаты, 
которые теперь носят название теорем Фредгольма. Мы рас­
смотрим эти теоремы в ілаве 3.

Эрик Ивар Фредгольм 
(7.04.1866 -  17.08.1927)

Покажем, что если выбрать параметр А достаточно ма­
лым, то к уравнению Фредгольма второго рода с непрерыв­
ным ядром можно применять принцип сжимающих отображе­
ний, и последовательность приближений {жп} сходится к ре­
шению этого уравнения в пространстве С[а, Ъ] (следовательно, 
в Lp[a, Ь] ).

Отметим, что уравнения первого рода решаются метода­
ми некорректных задач, которые мы рассмотрим позже, после 
того, как, используя свойства интегральных операторов, пока­
жем, что в общем случае уравнения второго рода представляют 
собой корректные задачи, а уравнения первого рода — некор­
ректные.

Итак, переходим к решению уравнений Фредгольма второ­
го рода с малым параметром. Запишем уравнение Фредгольма 
второго рода (11) в форме х  =  Ах,  іде

Ax{t) =  A f  K( t ,  s)x{s)ds +  y(t).
J a



Покажем, что в пространстве С[а, Ъ\ оператор А  является сжи­
мающим при малых Л. Для этого оценим норму разности 
\\Ах\ — А х  2 И:

\\Ах\ — А х 2 И =  max \Ax\( t )  — A x 2{t)\ <
td[a,b]

[ Ь< max |Л| \K( t ,  s ) \ \x \ (s )  — X2(s)\ds <
Ja

<  \ \ \М(Ъ — а ) | |ж і — Ж2ІІ, 

где M  := max \K ( t , s ) \ .
( t , s ) € [ a , b ]  X  [a, b\

Отсюда следует, что при |А| < м ^ _ а  ̂ оператор А  является 
сжимающим. Следовательно, при малых Л, удовлетворяющих 
условию IЛI < ) уравнение (1 1 ) можно решать методом
последовательных приближений.

Как конкретно находить степени интегрального оператора, 
т. е. строить приближения, мы посмотрим ниже при решении 
интегральных уравнений Вольтерра. Уравнения Вольтерра яв­
ляются частным случаем рассмотренных уравнений Фредголь- 
ма и их можно решать указанным методом, но оказывается, что 
уравнения Вольтерра можно решать более эффективно (без 
требования малости параметра), используя обобщенный прин­
цип сжимающих отображений.

Введем обобщенный принцип сжимающих отображений и 
покажем, что интегральное уравнение второго рода с перемен­
ным верхним пределом

ж(і) — A f  K ( t , s ) x ( s ) d s  =  y( t) ,  t € [ a , b ] ,  (12)
J  a

называемое уравнением Вольтерра,  можно решать без каких- 
либо ограничений на параметр А.

Теорема 1.12 (обобщ енный принцип сжим аю щ их  
отображ ений). Пусть оператор А, действующий в полном 
метрическом пространстве, обладает таким свойством, что



некоторая его степень является сжимающим отображением. 
Тогда оператор А  имеет единственную неподвижную точку.

Доказательство. Предположим, что А к является сжима­
ющим. Тогда он имеет единственную неподвижную точку ж:
Г р -- Л  ™ Г р

Покажем, что х  является неподвижной точкой и оператора 
А.  Применим к равенству х =  А кх  оператор А.  Получим

А х  =  А А кх  =  А кАх.

Отсюда следует, что у  := А х  является неподвижной точкой 
сжимающего оператора А к. В силу единственности неподвиж­
ной точки получаем, что А х  совпадает с х: х  =  Ах,  т. е. х  — 
это неподвижная точка и оператора A. U

Оценка, показывающая, что некоторая степень интеграль­
ного оператора Вольтерра

A x(t )  := A f  K ( t , s ) x ( s ) d s  +  y( t)
J  а

является сжимающим оператором, основана на том, что оце­
нивая первую степень интеграла с переменным верхним преде­
лом, вместо множителя (Ъ — а) в случае уравнения Фредгольма 
берут (t —a), тогда в оценке второй степени получается ( t —а )2/ 2  
и т. д. На к-м шаге получается (t  — а)к/ к \ . Этот множитель и 
обеспечивает сжимаемость оператора А к. Проведем подробные 
выкладки:

\Ax\( t )  -  A x 2( t)I =
rt

K ( t ,  s)(a;i(s) — X2(s))ds <

<  |A|M ( t  — a) max |жі(s) — X2(s)\ =
s€[a,b]

=  |A| M ( t  — a)m,

где m  =  max |жі(s) — X2(s)\ =  \\x\ — Ж2 І 
s€[a,b]

M  =  max \K ( t , s ) \ .
( t , s ) € [ a , b ]  X  [a,t]



Отсюда

\A2x \ ( t )  — A 2X2(t)\ <  \ \ \ 2М 2^— ^ —т,

\Anxi ( t )  -  A nx 2(t)\ < \ \ \пМ п ^ ~ ^ Пm  < IХ\пМ пт ^Ь ~ ^ П.
n\ n\

Таким образом, получили, что некоторая степень оператора 
Вольтерра является сжимающим оператором. Значит, инте­
гральные уравнения Вольтерра второго рода можно решать 
методом последовательных приближений.

Итак, принцип сжимающих отображений дает универсаль­
ный метод решения интегральных уравнений Фредгольма и 
Вольтерра второго рода — метод последовательных прибли­
жений. Сделаем замечания о применении других методов ре­
шения интегральных уравнений второго рода

[Ь
x{t )  — K { t ,  s )x {s )ds  =  y{ t ) ,  — oo <  a <  t  <  b <  oo,

J  a

и о к0 рректн0сти задач решения таких уравнений.
Интегральные уравнения второго рода с вырожденным яд­

ром;, т. е. с ядром вида

к
K ( t , s ) =  ^  Ai( t )B i(s ) ,

г=1

где { A i ( t ) }  и { B i ( s ) }  — системы линейно независимых функ­
ций, на практике удобнее решать методом неопределенных ко­
эффициентов: для таких уравнений решение ищется в виде 
x{t )  =  Yl i=i  ciAi{ t )  +  y{t ) .  Подстановка указанного для х  пред­
ставления приводит интегральное уравнение к системе уравне­
ний для неизвестных коэффициентов Сі, г =  1 , п.

Кроме того, для решения в гильбертовых пространствах ин­
тегральных уравнений Фредгольма с симметричными ядрам,и 
можно использовать метод разложения в ряды Фурье. Что­
бы пояснить применение этого метода, запишем интегральное



уравнение в операторной форме:

х — К х  =  у, (13)

где K x(t )  =  s)x(s )ds .  Тогда, если оператор /С имеет ор­
тогональную систему собственных векторов (операторы, обла­
дающие таким свойством, мы будем подробно изучать во вто­
рой главе «Операторы»), то искать решение следует, раскла­
дывая все слагаемые уравнения (13), известные и неизвестные, 
в ряды Фурье по ортогональной системе собственных векторов 
и приравнивая коэффициенты при равных собственных векто­
рах.

Факт существования единственного решения уравнения со 
сжимающим оператором можно интерпретировать как кор­
ректность задачи нахождения решения такого уравнения.

О пределение 1.35. Задача нахождения неизвестного ж по 
исходным данным у  называется корректной по Адамару,  ес­
ли на некотором классе исходных данных решение существует, 
единственно и непрерывно зависит от у, т. е. малым изменени­
ям исходных данных у  соответствуют малые изменения реше­
ния х.

Для рассматриваемых интегральных уравнений Фредголь­
ма второго рода, записанных в форме (13) с оператором /С, дей­
ствующим в некотором нормированном пространстве X ,  кор­
ректность задачи (на всем X )  означает существование ограни­
ченного обратного оператора к оператору I  — /С.

1 .9 . П оп ол н ен и е п р остр ан ств . 
П р о стр а н ст в а  С обол ев а

В теореме о пополнении нормированного пространства вво­
дится очень важная операция замыкания произвольного нор­
мированного пространства, в результате чего получается бана­
хово пространство. Если исходное пространство было полным, 
то замыкание совпадает с исходным пространством.



Теорема о пополнении, во-первых, помогает лучше понять, 
как устроены пространства Ьр, которые были введены в кур­
се теории функций действительной переменной (ТФДП): они 
являются пополнениями пространства непрерывных функций 
по соответствующей норме. Во-вторых, позволяет ввести новые 
пространства — пространства Соболева вместе с важным по­
нятием обобщенной производной по Соболеву. Отметим, что 
теорема о пополнении имеет место и для метрических про­
странств. Для наглядности мы приводим ее для случая нор­
мированных пространств.

Теорема 1.13 (о пополнении нормированного про­
странства). Всякое нормированное пространство X  можно 
рассматривать как линейное многообразие, плотное в некото­
ром банаховом пространстве X .

Приведем подробную схему доказательства этой теоре­
мы. В ней можно выделить три основные части:

1 ) ввести пространство X  и отождествить X  с некоторым 
линейным многообразием Х \  в X ;

2 ) показать, что построенное линейное многообразие 
Х \  С X ,  совпадающее с X  в  смысле первого пункта, плотно 
в X ;

3) показать, что X  — банахово пространство.

Рассмотрим схему доказательства каждой из трех частей.
1. Чтобы отождествить X  с Х \ ,  сначала строится простран­

ство X ,  затем в нем строится некоторое линейное многообразие 
Х \  С X ,  изоморфное и изометричное X .

Для конструкции X  рассмотрим всевозможные фундамен­
тальные последовательности {жга} в пространстве X .  Посколь­
ку пространство X  в  общем случае неполное (иначе оно сов­
падает с X  и не надо строить пополнение), то следует отме­
тить, что среди этих фундаментальных последовательностей 
есть сходящиеся к некоторому элементу из X  и есть не име­
ющие предела в X .  Это важный момент для понимания кон­
струкции X .



Две фундаментальные последовательности {жга} и {ж^} на­
зовем эквивалентными, если

\\хп — х'п \\ —> 0  при п —> оо,

и будем обозначать это {х п } ~  {^4}. Множество всех фунда­
ментальных последовательностей разобьем на непересекающи- 
еся классы эквивалентных последовательностей. Множество 
всех классов обозначим X ,  а классы обозначим ж, у , . . .

Превратим пространство X  в нормированное. Линейные 
операции на классах зададим естественно через входящие в 
классы элементы, а норму на классах введем следующим об­
разом: пусть {х п } € х, тогда

||ж|| := lim ||жга||.п—У СО

Предел этот существует, так как последовательность {жга} фун­
даментальна, а значит, фундаментальна и последовательность 
из норм, и предел этой последовательности ||жга|| не зависит от 
представителя класса.

Теперь главный шаг: покажем, что X  можно отождествить 
с некоторым линейным многообразием Х \  в построенном X .  А 
именно, отождествим элемент ж € X  с классом, содержащим 
стационарную последовательность { х п =  ж}. Таким образом, 
каждый элемент ж из X  отождествляем с классом, содержащим 
(фундаментальные) последовательности, сходящиеся к ж.

2. Доказывается, что такие классы всюду плотны в про­
странстве всех классов X .  Смысл построенного пополнения 
можно объяснить следующим образом: к пространству клас­
сов, содержащих стационарные последовательности {ж}, и 
отождествленному с пространством X ,  добавили классы, со­
держащие фундаментальные последовательности, не имеющие 
предела в X  (пополнили классами, содержащими фундамен­
тальные последовательности, не имеющие предела в X ) .

3. Доказывается, что линейное нормированное простран­
ство X  классов, содержащих стационарные последовательно­



сти {х } ,  и пополненное классами, содержащими фундамен­
тальные последовательности, не имеющие предела в X ,  уже 
является полным пространством, т. е. банаховым. ■

Рассмотрим в качестве примеров пополнений известные 
вам лебеговы пространства и новые соболевские пространства.

1. Пространства Lp [a,b\,p > 1, являются пополнением про­
странства непрерывных функций по норме Lp [a,b\. Покажем 
это на примере пространства L[a,b\ =  L\[a,  Ъ].

По определению пополнения пространства L[a, Ъ], простран­

ство L[a, Ъ\ состоит из классов х =  { х п} эквивалентных фунда­
ментальных по норме L[a,b\ последовательностей {жга} непре­
рывных на [а, Ь] функций х п : [а, Ъ\ —> R (фундаментальные 
(сходящиеся) по норме L[a,b\ последовательности называют 
еще фундаментальными (сходящимися) в среднем).

Из курса ТФДП известно, что из фундаментальной в сред­
нем последовательности {жга} можно извлечь подпоследова­
тельность { х Пк}, фундаментальную почти всюду (п. в.). Эта 
подпоследовательность { х Пк} сходится п. в. к некоторой функ­
ции х. Таким образом, появляется функция х, связанная с 
классом. Покажем, что х  € L[a,b\. Вспоминаем, что элемен­
тами пространств Lp[a,b\, в частности L[a,b\, являются целые 
классы совпадающих п. в. функций.

Из неравенств

I  \xnk{ t ) \ d t -  I  \xnm( t ) \ d t =  I  (\xnk( t ) \ -  \xnm(t)\)dt  <
J  CL J  CL J  CL

b
\xnk(t) -  x nm(t)\dt

следует, что подпоследовательность интегралов f a  \xnk(t)\dt  
является фундаментальной, следовательно, сходящейся. По 
теоремам о предельном переходе под знаком интеграла Лебега 
отсюда следует, что х  является интегрируемой по Лебегу и

b rb
\xnk( t ) \ d t =  \x(t)\dt. (14)

J а
l i m

fc^oo J



Тот же предел имеет и вся последовательность fa  \xn (t)\dt.
Полученная таким образом функция х =  x( t)  из L[a, Ъ\ (точ­

нее, класс функций, эквивалентных х ) и отождествляется с 
классом _

х =  { x n { t ) }  € L[a, Ъ].

Для доказательства возможности предельного перехода 
(14) сначала используем теорему Фату, потом теорему Лебе­
га (называемую в англоязычной литературе теоремой о доми­
нантной сходимости).

Таким образом, показано, каждый класс ж из L[a,b\ мо­
жет быть отождествлен с некоторой интегрируемой по Лебегу 
функцией х, т. е. с х  € L[a,b\.  При этом ||ж|| =  J^\x( t) \dt .  
В частности, если ж содержит фундаментальные последова­
тельности, сходящиеся к некоторой непрерывной функции ж, 
то эта функция ж образует класс в L[a,b\, с которым ж отож­
дествляется. Непрерывные функции образуют линейное мно­
гообразие в Ь[а, Ь].

Отметим, что среди всех пополнений пространств непре­
рывных функций по норме Lp [a,b\,p >  1 только пространство 
L/2[a,b\ является гильбертовым.

2. Следующий пример пополнения позволяет ввести новые 
важные пространства — пространства Соболева Wp(G),  в кото­
рых определены обобщенные производные, в частности, важ­
ный частный случай соболевских пространств — гильбертово 
пространство

Н 1[а, Ъ] := Wl[a,  Ъ].

О пределение 1.36. Пространство Соболева Wp(G),  где 
G  С Kd определяется как пополнение линейного пространства
I раз непрерывно дифференцируемых функций ж : G  —> К по 
норме

+  I ]  L \Dax{t )\pdt  ) .
i<H<z /



Более подробно рассмотрим важный частный случай 
G  =  [а, Ъ\ С К, р =  2: гильбертово пространство Н 1[а,Ъ\ =

Пространство Н 1[а, Ъ] определяется как пополнение непре­
рывно дифференцируемых функций по норме

Легко видеть, что норма ||-||е порождена скалярным произведе­
нием. Норма пополнения Н 1[а,Ъ] тоже порождена скалярным 
произведением и можно доказать, что Н 1[а,Ъ\ сепарабельно. 
Таким образом, пространство Н 1[а,Ъ\ является гильбертовым.

По определению классов в Н 1 [а, Ъ\ , для любых эквивалент­
ных фундаментальных последовательностей непрерывно диф­
ференцируемых функций {х п}  и {хп} ,  принадлежащих неко­
торому классу х  из Н 1[а,Ъ\, имеем

Отсюда следует, что последовательности непрерывных функ­
ций {хп}  и {ж^} являются фундаментальными в пространстве 
L/2[a,b\ и, в силу полноты пространства L 2[a,b\, сходятся. (Это 
верно и для любой другой последовательности из класса ж.) 
Пусть предел последовательности {жга} есть некоторая функ­
ция х  € L/2 [a, b], а предел последовательности {х'п } — функция 
у  € Ь 2 [а,Ъ\.

W'[a ,b \ .

■ь ■ь

или по эквивалентной норме

п ,т —>оо
■> О

и

п ,т —>оо
■> 0 .



Ccpi'cfl Львович Соболев 
(6.10.1908 3.01.1989)

В этом случае у  € Ь-2[а,Ъ] называется обобщенной производ­
ной но Соболеву функции х  € Ь-2[а, Ъ\.

Приведем другое, более удобное для нрактическоіх) приме­
нения (эквивалентное) определение обобщенной производной, 
используя формулу интегрирования но частям.

По формуле интегрирования но частям, если х  и ір непре­
рывно дифференцируемые функции на [а, Ъ] и <р{а) = ір(Ь) = 0, 
то имеет место равенство

Этим равенством на множестве непрерывно дифференцируе­
мых на [а, Ъ] функций ір таких, что <р{а) = ір(Ь) = 0, производ­
ная х'  € L/2 [a,b\ полностью определяется. Действительно, если 
есть еще одна функция z, удовлетворяющая этому тождеству:

то
■ь



Отсюда, в силу плотности множества функций ір в простран­
стве L2 K  Ь], следует х' =  z.

Вопрос. Почему указанное множество функций плотно в 
пространстве L2 [а, Ъ\ ?

Если теперь взять ж =  { х п } € Я 1 [а, b\, а функцию ір оста­
вить из рассматриваемого класса непрерывно дифференциру­
емых функций, равных нулю на концах отрезка, то функция ір 
отождествляется с элементом ф из Н 1[а,Ъ\:

Следовательно, существует z  =  {х'п } € Ьг[а, 6], для которой 
выполняется равенство

Это равенство и берется за определение обобщенной производ­
ной z  от функции х  € Н 1[а,Ъ\. Чуть ниже, через теорему вло­
жения, мы покажем, что любая х  € Н 1[а, Ъ\ — это непрерывная 
функция.

Рассмотрим п ри м ер  обобщенной производной.
Возьмем непрерывную функцию х =  x(t )  — «уголок» на 

отрезке [0 , 1 ], высоты \  и ж(0 ) =  ж(1 ) =  0 .
Классической производной у этой функции не существует. 

Однако проверим, что эта функция из пространства Н 1[0,1] и, 
следовательно, у нее есть обобщенная производная.

Постройте (нарисуйте) соответствующую ей последова­
тельность { х п} € Н 1[а,Ъ\ такую, что

Ф =  {<Рп} € Я 1 [а, Ъ\,

где <рп -------> (р, в смысле сходимости в Я 1 [а, b], и имеет место
равенство

1 , 0  < t  <  1 / 2  (или при 0  < t  < 1 / 2 ), 
—1 , 1 / 2  < t <  1 (или при 1 / 2  < t <  1 ).



Проверяем, что по определению обобщенной производной, 
функция скачка z  является обобщенной производной от функ­
ции х, т. е. для любой ір, непрерывно дифференцируемой на 
[0 , 1] и равной нулю на концах отрезка, имеем

Упражнение 1.39. Приведите другие примеры функций, у ко­
торых нет классической производной, но можете построить обоб­
щенную производную.

Замечание. Обратите внимание, что у функции скачка z  
нет ни классической производной, ни обобщенной производной 
по Соболеву.

Теорема 1.14 (С оболева о влож ении). Пространство 
Н 1[а,Ь\ вложено в С[а,Ь\.

Отметим, что вложение надо понимать в следующем смыс­
ле: все фундаментальные последовательности, образующие 
классы в Н 1 [а, Ъ\ , равномерно сходятся к непрерывным функ­
циям, т. е. к функциям из С[а,Ь\, с которыми эти классы и 
отождествляются.

Доказательство основано на равенстве, которое имеет ме­
сто для любой непрерывно дифференцируемой функции х:

Чтобы получить (15), сначала по теореме о среднем запишем 
равенство

x(t)<p'(t)dt (1  — t)(p'(t)dt

x(t )  =  j  x \ s ) d s
a



а затем равенство

J x'(s)ds  =  x( t)  — ж(£).

В итоге получаем (15). Из равенства (15), полученного для лю­
бого t  € [а, Ъ\, следуют оценки:

|ж(£)| <  f  \x'(s)\ds +  — -̂— (  \x(s)\ds <
Ja Ь - а  Ja

1 1 

< л/ b  — а (  [  ^ '(s ) !2^ 4) Н—   ̂ (  [  ^ (s )!2^ 4) <
. .. . л/ b  — а

< М ||ж ||і, где М  =  max | у/Ъ — а,

' а 
1

Ѵ ъ ^

Далее, поскольку полученные оценки имеют место для лю­
бого t  € [а, b], получаем оценку для норм:

ІМ Іс м  < М\\х\\і ,

т. е. для любого элемента ж из С  [а, Ъ\ норма в С  [а, Ъ\ подчинена 
норме II • ||і и, следовательно, подчинена эквивалентной нор­
ме II • ||е в Н 1[а,Ъ\. Тогда для любой последовательности {жга}, 
фундаментальной по норме Н 1[а,Ъ\, имеем

Ц^-га ® т | | с [ а , Ь ]  — - ^ Ц ^ г а  ^ т Ц і  с М \\хп Х т  || ц і  [ a ,b ]  ■

Отсюда, в силу полноты С[а,Ь\, следует, что последователь­
ность непрерывных функций {жга} сходится (равномерно) к 
некоторой непрерывной функции и, значит, класс ж =  {жга} 
отождествляется с этой функцией. ■

Замечание. Наряду с пространством Н 1[а, Ь\, при решении 
задач математической физики часто используют его подпро-

О "

странство Н 1[а,Ъ\ — непрерывных функций, обращающихся в 
ноль на границе.

а



Упражнение 1.40. Приведите примеры функций из Н 1[а,Ъ\, 
не являющихся непрерывно дифференцируемыми. Найдите обоб­
щенные производные от них. Можно ли найти обобщенную про­
изводную от функции x(t) =  sign(t)?



Глава 2. Операторы

При изучении принципа сжимающих отображений, обоб­
щенного принципа сжимающих отображений и их применения 
к решению функциональных уравнений, дифференциальных 
уравнений и интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра 
второго рода мы отмечали, что метод последовательных при­
ближений позволяет решать уравнения вида х =  А х  со сжима­
ющим оператором А к, к > 1 (необязательно линейным!). При 
изучении рядов Фурье мы отмечали, что методы рядов Фурье 
позволяют решать уравнения вида (XI — А )х  =  у  с линейными 
операторами А, имеющими ортогональный базис из собствен­
ных векторов.

Теперь переходим к изучению свойств линейных операто­
ров, в том числе, свойств обратных к ним операторов и дру­
гих функций от операторов, а также непрерывных, вполне 
непрерывных и сопряженных операторов. Изученные свойства 
позволят строить методы решения различных операторных 
и дифференциально-операторных уравнений и, что не менее 
важно, отделять для этих уравнений корректные задачи от 
некорректных.

2 .1 . Л и н ей н ы е оп ер атор ы . П р о стр ан ст в о  L ( X , Y )

Пусть X  и Y  — линейные нормированные пространства над 
полем Р и А  — оператор (однозначное отображение), действу­
ющий из X  в Y . Записывают это обычно следующим образом: 
А  : X  —>■ Y .  В общем случае это означает, что А  действует из 
D (A )  С X  в R(A )  С Y ,  где D (A )  — область определения, а 
R{A)  — область значения оператора А,  т. е.

А  : X  Э D ( A )  ->• R(A)  С Y.

О пределение 2.1. Оператор А  : X  —> Y  называется ли­
нейным,  если для любых х , у  € D (A )  и для любых чисел



а,  (3 € Р имеет место равенство

А ( а х  +  (Зу) =  а А х  +  (ЗАу.

Из этого определения следует, что D (A )  и R(A)  линейного опе­
ратора являются линейными многообразиями.

Приведем примеры линейных операторов А,  действующих 
из В  (А) С С[а,Ъ\ в R{A )  С С[а,Ь].

1. Оператор умножения на функцию: Ax( t )  =  f ( t ) x ( t ) ,  где 
/  — непрерывная на [а, Ъ\ функция.

2. Интегральный оператор:

(Ax)( t )  =  f  K ( t , s ) x ( s ) d s ,
J  a

где K ( t , s ) — непрерывная на [a,b\ x [a,b\ функция, функция 
К  называется интегральным ядром, или ядром интегрально­
го оператора А  (не путать с ядром оператора — множеством 
К е г А  := {х  € D (A )  : А х  =  0}).

3. Дифференциальный оператор: Ax( t )  =  с областью 
определения D (A ) ,  состоящей из непрерывно дифференциру­
емых на отрезке [а, Ь] функций х  : [а, Ь] —>■ R. Обратите вни­
мание, что писать здесь D ( A ) =  С 1 [а, Ъ\ некорректно, так 
как С 1[а,Ъ\ — пространство непрерывно дифференцируемых 
на [а, Ь\ функций с другой нормой, отличной от нормы про­
странства С[а, Ъ].

Упражнение 2 .1 . Найдите области определения дифференци­
ального оператора Ax(t) =  для случаев А : С 1 [а, Ъ\ —> С [а, Ъ\ и 
А : С 1 [а, Ь] —> L? [а, Ъ\.

4. В гильбертовом пространстве І2 с ортогональным ба­
зисом ек =  ( 0 , . . . ,  0,1, 0 , . . . ) ,  к € N линейные операторы

к
А і , і =  1 ,2 ,3 ,  заданы на базисе следующим образом:

А \ е к := ек+і, к £  N  => А \ х  =  (х2 , х з , . . . ), х  € W,

А 2еі =  0 , А 2ек+і := ek,k  e N  => А 2х =  (0 , х \ ,  х 2, х 3, . . . ) .  

А зх  =  (ах  1 +  /Зх2 , х \ , х 2 , х з , . . . ) .



Вопрос. Можно ли аналогичным образом через действие на 
элементы базиса задать оператор в пространствах [а, Ъ\ и
Ь 2( К)?

Упражнение 2 .2 . Найдите области определения, области 
значения и проверьте линейность операторов А і , А 2,Аз.

Упражнение 2.3. Приведите примеры линейных операторов, 
заданных матрицей и действующих

а) в пространстве (R2, || • ||е);
б) в пространстве (R2, || • ||т ).

О пределение 2.2. Оператор А  : X  —>• Y  (необязательно 
линейный) называется непрерывным  в точке х, если для любой 
последовательности { ж га} С  D (A ) ,  сходящейся к точке х  (т. е. 
р(хп ,х )  —>■ 0  при п  —>■ оо), последовательность { А х п } сходится 
к точке А х  (т. е. р (А х п , Ах)  —> 0  при п  —> оо).

Приведенное определение непрерывности оператора в точке 
сформулировано на языке последовательностей (по Гейне). Из 
упражнения 1.5 следует эквивалентность определений непре­
рывности в точке отображения, действующего из одного мет­
рического пространства в другое, на языке е, 5 (по Коши) и на 
языке последовательностей (по Гейне).

Для линейных операторов имеет место простое, но очень 
важное свойство, отличающее их от нелинейных операторов.

У тверж дение 2.1. Для линейного оператора 
А  : X  —> Y ,  действующего в линейных нормированных 
пространствах X ,  Y ,  непрерывность оператора в нуле эквива­
лентна непрерывности в любой точке х.

Упражнение 2.4. Докажите это утверждение с помощью 
замены zn =  хп — х , из которой следует, что условие 
\\хп — х\\ ------ > 0  равносильно условию ||zn || ------ > 0 .



О пределение 2.3. Оператор А  (необязательно линейный) 
называется ограниченным,  если он ограниченное в X  множе­
ство переводит в ограниченное в Y  множество.

Нетрудно проверить, что для линейного оператора ограни­
ченность оператора означает, что он шар радиуса единица с 
центром в нуле переводит в некоторый шар с центром в нуле. 
Этот факт, учитывая, что для линейного оператора АО =  О, 
в нормированных пространствах можно записать следующим 
образом:

ЭМ  > 0 : Ѵж € X  => \\Ах\\ < М||ж||. (16)

Оказывается, что эта оценка является для линейного оператора 
удобным и часто используемым критерием ограниченности.

Теорема 2.1. Оператор А  : X  —> Y  является ограничен­
ным, если и только если справедлива оценка (16).

Доказательство
=> Поскольку для любого линейного оператора АО =  О, 

при х =  0 оценка (16) очевидна. Пусть х ф 0. Положим 
х' =  ц̂ ц-, тогда II ж7 II =  1 и из ограниченности оператора следует 
\\Ах'\\ <  М  =  МЦж'Ц, т. е.

А
х
|ж| < М||ж'|

Отсюда, по свойству однородности нормы и свойству линейно­
сти оператора имеем

А  ( =  ^ А ж ,  
ж ж

А
х
|ж|

\\Ах\\
<  М.

ж

Получили \\Ах\\ < М||ж|| для любого ж € X ,  т. е. (16).
<̂= Если верно (16), то для любого ж € <Sq имеем ||Аж|| <  М , 

т. е. А  ограничен. ■

Линейность оператора — это настолько сильное условие, 
что для линейных операторов свойства ограниченности и 
непрерывности оказываются эквивалентными.



Т еорем а 2.2. Пусть А  : X  —> Y  — линейный оператор и 
D ( A ) =  X .  Оператор является непрерывным, если и только 
если он является ограниченным.

Д о к азател ьство
=> От противного. Пусть оператор А  является непрерыв­

ным, но не является ограниченным. Тогда образ единичного 
шара не является ограниченным множеством. Следовательно,

Ѵп € N Зхп € X  : ||жп || < 1 & ||̂ 4жга|| > п.

Построим последовательность {х'п } =  { х п/ п } .  Тогда в силу 
оценки ІКЦ =  ||жга||/п  < ^ получаем, что \\х'п \\ —> 0  при п  —> оо. 
По непрерывности оператора А  отсюда следует, что Ах'п —> О 
при п  —> оо.

С другой стороны, для любого п  € N имеем соотношение
11 Ах!п 11 =  і||А жга|| > 1. Полученное противоречие доказывает 
первую часть теоремы.

<̂= Доказательство следует из оценки (16). ■

Упражнение 2.5. Докажите, что операторы из примеров 1,
2, 4 являются линейными, ограниченными, непрерывными.

Введем в пространстве L (R) важные для приложений опе­
раторы преобразования Фурье, прямого и обратного:

A f ( x )  =  F [ f ] (x )  := [  e~ixyf  ( y ) d y , x  € R,
J  R

A f ( x )  =  F ~ l [f]{x) := -L  f  e ^ f W v ,  * G
JR

и оператор свертки  с заданной функцией д € L (R):

A f ( x ) =  д{х  ~ y ) f ( y ) d y  =  g { y ) f { x  — y)dy ,  х  € R.
J  R J  R

Упражнение 2.6. Докажите, что операторы преобразования 
Фурье являются линейными ограниченными. Опишите множества 
значений этих операторов.



Упражнение 2.7. Докажите, что оператор свертки с огра­
ниченной функцией д является линейным ограниченным операто­
ром. Опишите множество значений этого оператора.

Рассмотрим еще один пример линейного интегрального опе­
ратора, равного преобразованию Фурье от / '  € Ь(Ж) — произ­
водной функции /  € L(R) и принадлежащей пространству Со­
болева І? 1(М) (пространству функций из Ь(М), имеющих обоб­
щенные производные первого порядка):

A f ( x )  =  F[f ' ] {x)  =  [  е~гхУ f  {y)dy,  ж € М.
J R

Применяя к интегралу Фурье интегрирование по частям, полу­
чаем знаменитое равенство для преобразования Фурье от про­
изводной:

П Л ( х )  =  ( і х ) П Л ( х ) ,  х  е м .  (17)

Это равенство лежит в основе применения преобразования Фу­
рье к решению уравнений математической физики. А именно, 
преобразованное по Фурье уравнение в частных производных 
становится обыкновенным дифференциальным, решение кото­
рого находится с помощью методов теории ОДУ. После этого 
к найденному решению преобразованного уравнения применя­
ется обратное преобразование Фурье.

Для линейных ограниченных операторов вводится важная 
характеристика — норма, оператора,, равная нижней грани всех 
М  в оценке условия (16):

\\А\\ := inf{M  > 0  : \\Ах\\ <  М\\х\\ Ух € X } .  (18)

Покажем, что для нормы оператора можно дать еще несколь­
ко (эквивалентных) определений. Всеми этими определениями, 
как мы увидим на примерах, пользуются при вычислении норм 
конкретных операторов.



Теорема 2.3. Пусть А  : X  —> Y  — линейный ограниченный 
оператор, тогда

sup \\Ах\\ =  sup \\Ах\\.
х\\<1 |Ы| =  1

Доказательство. Обозначим

а := inf{M > 0  : \\Ах\\ < М||ж|| Ѵж € X } .

Тогда по определению точных граней множества имеем

Последнее равенство верно, так как супремум не может дости­
гаться во внутренней точке. I

Практически, для нахождения нормы оператора обычно по­
лучают сначала оценку нормы сверху, используя определение 
нормы через инфимум, а потом оценку снизу, используя опре­
деление нормы через супремум. Если оценки сделаны аккурат­
но, то таким образом можно получить равенство для нормы.

Продемонстрируем этот характерный прием вычисления 
нормы оператора на примерах важных для приложений 
операторов — оператора умножения на непрерывную функ­
цию /  в пространстве С  [а, Ъ\ и интегральных операторов
А  : С[а, Ъ] —> С[а, Ъ] и А  : Ь[а, Ъ\ —> С[а, Ъ\.

1. Рассмотрим оператор Ax(t )  =  /(і)ж (і). Имеем оценку 
сверху:

\\Ах\\ =  max \ f (t )\ \x(t )\  < max \ f( t )\  max |ж(і)| =  M\\ж||,
t&[a,b] t&[a,b] t&[a,b]

а = ы[м  > о ; J!M  < M  VX e x\ (0}1 = sup J!# .
I INI J xjtO INI

Далее, обозначим у  =  ж/||ж||. Тогда ||у|| =  1 и

ж



где М  =  max |/( і) |.  Отсюда, по определению нормы следует,
t&[a,b] '

что ||А|| < М .  С другой стороны, возьмем xq(t) =  1, тогда 
Axo(t )  =  f ( t ) .  Отсюда следует оценка снизу:

=  sup \\Ах\\ > ||Ажо|| =  max |/( і) | =  М.
||а:|| =  1 Ща,Ь]

Следовательно, ЦАЦ =  М.
В этом примере для доказательства оценки снизу мы нашли 

элемент жо такой, что ||жо|| =  1 и ||Ажо|| =  М ,  откуда получили 
оценку снизу. В общем случае такого элемента может не су­
ществовать. При этом, если найдется последовательность {жга} 
такая, что ||жга|| =  1 и ||Ажга|| —>■ М  при п  —>■ оо, то этого доста­
точно для оценки снизу. Покажем это на примере нахождения 
нормы интегрального оператора.

2. Рассмотрим оператор 

А  : С[а, Ъ] —> С[а, b\, Ax( t )  =  j  K ( t , s ) x ( s ) d s ,  t G [ a , b \ ,
J  a

где функция K(- ,  •) € C([a,b\  х [a,b]). Имеем оценку сверху:
)
K ( t , s ) x ( s ) d s  <  

f b< max |ж(«)| max \K { t ,  s) \ds =  М\\х\\, 
s€[a,b] t£[a,b] J a

где
rb rb

M =  max \ K ( t , s ) \ d s  =  \K( to ,s ) \ds ,  
t&[a,b] J a J a

to — точка, в которой достигается максимум интеграла от моду­
ля функции К .  Чтобы получить оценку снизу и показать, что 
М  и есть норма А,  возьмем последовательность непрерывных 
функций х п с нормами, равными единице, такую, что последо­
вательность значений интеграла / > ( *  о, s )x n {s)ds  при п —> оо 
сходится к числу j k \K(to,  s)\ds.  Отсюда по теореме 2.3 полу­
чим оценку снизу и, следовательно, равенство ||А|| =  М .

\\Ах\\ =  max
td[a,b\



Вопрос. Как практически построить такую последователь­
ность {хп} ? Можно ли использовать последовательность функ­
ций, приближающих sign(K(to, ■))?

3. Рассмоторим оператор 

А  : Ь[а, Ъ\ —> С[а, Ъ], Ax( t )  =  f  K ( t , s ) x ( s ) d s ,  t £ [ a , b \ ,
J  a

где по-прежнему К{-,  •) € СЦа, b] x [a, 6]). Имеем оценку сверху

\\Ax\\ =  max
td[a,b\

fb
K i t ,  s )x {s )d s <

где

< max \ K i t , s ) \  [  \xis)\ds  =  M\\x\\,
S,*€[a,b] Ja

M =  max \K { t , s ) \  =  \K{to,So)\,
t,s£[a,b]

(to, So) — точка, в которой достигается максимум модуля функ­
ции К .

Упражнение 2.8. Построить последовательность функций 
хп е L[a,b\, п £ N с нормами, равными единице, такую, чтобы 
получить оценку снизу и показать, что ||А|| = М.

Указание. В качестве {х п} можно взять последовательность ша­
почек, сдвинутых в точку so-

С введенной нормой оператора множество всех линейных 
ограниченных операторов становится линейным нормирован­
ным пространством. Обычно его обозначают L { X , Y ) .  Если 
X  =  Y ,  то используют обозначение L { X ) .

Сходимость последовательности операторов А п к операто­
ру А  в  пространстве L { X , Y ) ,  как обычно в нормированном 
пространстве, означает сходимость по норме:

Ц Л ,-  А\\ -------> 0 .п—У СО



В отличие от поточечной сходимости5, которая определяется 
как сходимость в каждой точке пространства:

IIА пх — А х II -------> 0 Ух € X,
п —>оо

сходимость по норме называют равномерной, так как имеет ме­
сто следующий результат.

У тв ер ж д ен и е  2.2. Сходимость по норме эквивалентна 
равномерной сходимости на любом ограниченном множестве, 
в частности, на единичном шаре.

Д о казательство
=> \\АпХ -  Аж II =  \\{Ап -  А)х\\ < ||Лг “  А||||ж||.
<= Следует из определения нормы оператора:

\\Ап - А \ \ =  sup \\(Ап - А ) х \ \ .  U
\\х\\<1

Рассмотрим прим ер, который показывает, что 
из поточечной сходимости равномерная не следу­
ет. Пусть задана последовательность { А п} операторов 
А п : І2 —> І2, определяемых следующим образом:

А пх =  (жі, Ж2 , ■ ■ ■, хп , 0, 0 , . . . ) ,  п  € N.

Так как остаток сходящегося ряда является бесконечно малой 
величиной при п —> оо, то в силу соотношения

С©

||АгаЖ -Ж ||2 =  V  |ЖД; |2 -------> О
L--* П—̂ОО

к = п - \ - 1

заключаем, что последовательность {А п} поточечно сходится к 
тождественному оператору. При этом без особых затруднений 
можно показать, что для любого п  € N имеем ||Ага —1\\ =  1. Та­
ким образом, последовательность {А п} сходится неравномерно 
к тождественному оператору.

5 В литературе поточечную сходимость такж е называют сильной схо­
димостью.



2 .2 . П ерв ы й  п ри н ц и п  л и н ей н ого  а н а л и за  — 
п ри н ц и п  о гр ан и ч ен н ости

В предыдущем параграфе мы ввели пространство L ( X ,  Y ) 
и для последовательности операторов {А п} С L ( X , Y ) опреде­
лили два вида сходимости: поточечную и равномерную. Крите­
рий поточечной сходимости дает теорема Банаха-Штейнгаѵза, 
доказательству которой мы предпошлем первый из принципов 
линейного анализа — принцип равномерной ограниченности.

Теорема 2.4 (принцип равномерной ограниченно­
сти). Если последовательность { А пх }  ограничена при каждом 
фиксированном х  € X ,  то последовательность норм {||Аг||} 
ограничена.

Доказательство этого принципа, как и двух других прин­
ципов линейного анализа — базовых теорем линейного функ­
ционального анализа, состоит из двух частей. Первую, вспомо­
гательную часть формулируем как утверждение, а во второй 
части доказываем сам принцип.

У тверж дение 2.3. Пусть {А п} С L ( X , Y ) и пусть

тогда последовательность норм операторов А п ограничена.
Доказательство. Возьмем любое х  € X ,  х  ф 0, тогда эле­

мент

Следовательно, для любого п  € N имеет место оценка

Зс >  0  : Ѵж € S rxo => ||Агж|| <  с,

С другой стороны, в силу соотношений



получаем, что

т 2г
и—мЦЛгЖЦ < 2 с => ІІЛгЖІІ < — ||ж|| => | |Л г | |< — • ■ ||ж|| Г Г

Доказательство принципа равномерной ограниченности 
проведем методом от противного. Предположим, что теорема 
не верна. Тогда последовательность {||Аг||} не ограничена ни 
в одном замкнутом шаре, иначе по лемме она была бы ограни­
чена.

Зафиксируем шар So. В нем последовательность {||А і||} не 
ограничена. Следовательно, найдется точка Х\ € So и номер 
п\  такие, что ||Д гіжі|| > 1. По непрерывности оператора А П1 
найдется целый шар S \ С So с центром в точке Х\ такой, что 
І І Л ц Ж І І  > 1 для любого Ж € Si-

Далее, в 5 і, как по предположению в любом шаре, после­
довательность {11 А п 11} не ограничена. Следовательно, найдется 
точка Ж2  & S i  и номер п 2 >  Щ такие, что | | А г 2 Ж2 І| > 2 и т. д.

В результате получим последовательность точек ж& и по­
следовательность вложенных замкнутых шаров Sk с центрами 
в ж к таких, что Sfc+i С Sk и ||Д гі.ж|| >  к для любого ж € S k - 
Отметим, что радиусы вложенных замкнутых шаров можно 
считать стремящимися к нулю.

По лемме о вложенных замкнутых шарах найдется точка
ж, принадлежащая всем шарам. Следовательно, в этой точке 
ІІЛ^ЖІІ > к для любого к, т. е. нашлась такая точка ж, что 
последовательность {ЦА^жЦ} не ограничена. Пришли к проти­
воречию. I

Следующая теорема — критерий поточечной сходимости — 
может быть доказана как следствие принципа равномерной 
ограниченности, но может быть доказана независимо, и неред­
ко эту теорему называют первым принципом анализа.



Теорема 2.5 (Банаха — Ш тейнгауза). Пусть зада­
на последовательность {А п } С L ( X , Y ) .  Для того, чтобы 
А п —> А  € L ( X , Y ) при п —> оо поточечно (сильно), необхо­
димо и достаточно, чтобы

1 ) последовательность {||Аг||} была ограничена;
2) А п —> А  при п —> оо поточечно на некотором линейном 

многообразии X ' ,  плотном в X .
Доказательство
=> Из условия поточечной (сильной) сходимости последова­

тельности операторов А п к А,  т. е. сходимости ||Агаж — Ах\\ —> О 
при п —> оо для любого х  € X ,  следует, что ||Агж|| —> ||-Аж||, а 
потому последовательность {ЦА^жЦ} ограничена. Из принципа 
равномерной ограниченности следует, что {||Аг||} ограничена. 
В качестве X'  можно взять само X .

<:= Пусть ж ^  X'.  Зададим е > 0 и в силу плотности X ' 
найдем х ! € X 1 такое, что \\х — х'\\ <  е.

Далее, пусть

с =  sup ЦЛгІІ, гдеА 0 = А .
п = 0 ,1 ,2 ,...

Покажем, что А п —> А  при п —> оо поточечно. Для любого 
ж G X  имеем

\\Апх — Ах\\ =  ||Дг(ж — х г) +  (Апх' — Ax') +  А(х'  — ж)|| <
< ||Лг||||ж -  ж'|| +  \\Апх' -  Ах'\\ +  ||Л||||ж -  ж7II < 
< 2  с е  +  IIД,, х 1 — Ах'\\.

Воспользуемся сходимостью А пх 1 к А х ' . Найдем номер N  та­
кой, что при любых п >  N  будет ЦА^ж7 — Ах'\\ <  е. Тогда для 
всех п >  N  справедливо неравенство

ЦЛгЖ -  Ах\\ <  (2 с +  1)е

и, следовательно, достаточность доказана. I



Примеры
1. Последовательность дробно-разностных операторов А п, 

заданных на пространстве C (R ):

, / Ч x (t +  А п) — x(t) .A nx ( t ) = --------- - ----------- , і'де А п ------- >• О,l \ n п—̂ОО

не сходится поточечно к при п —> оо. Почему?

2. Последовательность дробно-разностных операторов А п, 
заданных на множестве непрерывно дифференцируемых функ­
ций, сходится в С (М.) поточечно к Почему?

Вопрос. Какова связь этих двух примеров с теоремой 
Банаха Штейнгауза ?

Гуго Дионисий Штейнгауз 
(14.01.1887 25.02.1972)

В заключение этоіх) параграфа сформулируем без доказа­
тельства еще два полезных утверждения о свойствах ограни­
ченных операторов и пространства L ( X , Y ) .  Доказательство 
полезно провести в качестве упражнения или посмотреть в [2|.

У тверж дение 2.4. Если X  линейное нормированное 
пространство, a Y  банахово, то L(X , Y )  является банаховым.

У тверж дение 2.5 (продолж ение по непрерывности).
Пусть X  нормированное пространство, Y  банахово.



А  : X  —> Y  — линейный оператор с D ( A )  =  X  и на D ( A )  опе­
ратор А  ограничен. Тогда существует ограниченный оператор 
А  — продолжение А  на все пространство X  такой, что

1 ) А  =  А  на В  (А),
2 )  Й  =  И | : =  s u p  \\Ах\\.

xdD(A),\\x\\ = l

Вопрос. Возможно ли с помощью результата о продолже­
нии по непрерывности исследовать вопрос о сходимости дробно­
разностного оператора к оператору дифференцирования в С(М)?

2 .3 . Ф ун к ц и он ал ы . С о п р я ж ен н ы е п р остр ан ств а

Продолжаем изучать свойства пространства L ( X ,  Y ) — про­
странства линейных ограниченных операторов А  : X  —> Y . 
Важный частный случай линейных ограниченных операторов, 
называемых функционалами,  — это операторы с областью зна­
чений на действительной оси R или на комплексной плос­
кости С.

Как можно видеть из приведенных в предыдущем парагра­
фе примеров, существует множество разнообразных линейных 
ограниченных операторов, действующих из ЛНП X  в ЛНП Y . 
Однако, ввиду чрезвычайно большого разнообразия, их нель­
зя записать в какой-то общей форме для произвольной пары 
пространств X  и Y . Оказывается, что в случае функциона­
лов, действующих на конкретных пространствах X ,  это сде­
лать можно.

Пространство линейных ограниченных функционалов 
L (X ,  R(C)) обозначают X*  и называют пространством, сопря­
женным к X .  Функционалы, в отличие от операторов, обычно 
обозначают малыми буквами: f ( x )  (как функции) или 
(ж ,/). Последнее обозначение возникло вследствие результата 
теоремы Рисса о представлении функционалов, заданных на 
гильбертовом пространстве, в форме скалярного произведе­
ния, которую мы докажем чуть ниже. Из этой же теоремы



следует и определение линейной комбинации функционалов:

( x , a f i + f 3 f 2) : = a { x , f i ) + J } { x , h ) ,  а,(3 £  М(С).

Для ограниченных операторов, как вы помните, вводит­
ся важная характеристика — норма, оператора,, равная точной 
нижней грани множества всех констант М  в оценке (16):

ЦАЦ := inf{M  > 0  : \\Ах\\ < М ||ж|| Ѵж € X  }.

В предыдущем параграфе было доказано, что для нормы опе­
ратора можно дать несколько (эквивалентных) определений:

||А|| =  sup гр =  SUP ІІ̂ -ЖІІ =  SUP ІІ̂ -ЖІІ-
х^О l l ^ l l  II ж  II <  1 ІІЖ ІІ =  1

С введенной нормой пространство линейных ограниченных 
операторов L (X ,  Y )  становится линейным нормированным про­
странством. Следовательно, для любого функционала /  € X * , 
как линейного ограниченного оператора, действующего из X  в 
R(C), норма может быть найдена с помощью следующих (эк­
вивалентных) определений:

ll/ll =  inf{ М  >  0 : |/(ж)| < М||ж|| Ѵж € X  } =

=  s u p ^ p |p =  sup I/(ж )I =  sup I/ (ж)I. 
хфО ||®|| IM|<1 ІІЖІІ = 1

Упражнение 2.9. Найдите норму функционала 

(х,  / )  =  J K( s )x( s )ds ,

если
а) f  : С [ - 1,1]-»R  u K( s )  = s2;
б) /  : L[—l, 1] —>• R и К(з)  = s.

Большое число примеров линейных непрерывных функцио­
налов можно будет построить после того, как мы покажем об­
щий вид линейных непрерывных функционалов, заданных на



разных линейных нормированных пространствах, в частности, 
на пространствах с базисом и на гильбертовом пространстве,
— теорему Рисса, одну из самых знаменитых теорем линейного 
функционального анализа.

Прежде чем переходить к этим результатам, покажем, что 
для нормы функционала можно дать геометрическую интер­
претацию.

О п ределен и е 2.4. Для любого линейного непрерывного 
функционала / ,  заданного на ЛНП, множество точек, удовле­
творяющих равенству /(ж) =  а, а € К, называется гипер­
плоскостью.

Упражнение 2.10. Нарисуйте на нормированном простран­
стве (R2, II • IIе) гиперплоскости f(x) =  1 с различными параметра­
ми, определяющими функционал / .  Проследите норму /  и рассто­
яние от нуля до гиперплоскости в зависимости от этих парамет­
ров.

Покажем, что расстояние от нуля до гиперплоскости 
/(ж) =  1 обратно пропорционально ||/ ||.

У тв ер ж д ен и е  2.6. Пусть d — расстояние от нуля до гипер­
плоскости, определяемой равенством /(ж) =  1. Тогда d =  |щ-.

Д о к азател ьство . По определению нормы и расстояния 
имеем

Теперь мы готовы перейти сначала к доказательству тео­
ремы Рисса об общем виде функционала на гильбертовом про­
странстве, а затем к конструкции функционалов на конкрет­
ных пространствах с базисом.

ll/ll =  sup
уЛ  \ \ v / f ( v )

1

1 1
sup II II
f { x)  = 1 ll^ll inf

x: f ( x )  = 1x:



Теорема 2.6 (Рисса). Пусть Н  — гильбертово простран­
ство (комплексное или вещественное), тогда для любого /  € Н* 
существует единственный элемент у  € Н  такой, что (х, / )  =  
=  (х ,у ) .  При этом ІІ/ІІ =  IIу\\.

Доказательство. Рассмотрим K e r f  — ядро функционала 
/ ,  определяемое как множество всех таких элементов z  € Н,  
что (z, / )  =  0. Без особых затруденений можно показать, что 
K e r f  — это подпространство в Н. Проверьте!

Если K e r f  =  Н ,  то доказательство тривиально: в ка­
честве у  € Н  можно взять ноль. Если K e r f  ф Н,  то 
Н  =  K e r f  ф K e r f  “к  Следовательно, существует ненулевой эле­
мент z  € K e r f - 1-. Будем считать, что (z, / )  =  1, иначе вместо z  
возьмем zo =  z / ( z ,  f ) .  Пусть х  — произвольный элемент из Н,  
тогда

(х -  (х, f ) z ,  / )  =  (х, / )  -  (х, / )  =  О,

следовательно, х — {х, f ) z  € K e r f ,  и поскольку z  € K e r f - 1 , 
имеем

{х -  (х, f ) z ,  z) =  {х, z) -  (х, / )  ||z | |2 =  О.

Отсюда получаем требуемое равенство:

(ж ,/) =  (x , z / \ \ z \ \2) =: (х , у ).

Проверим, что 11/11 =  ||у||. По неравенству Коши — Бѵняков- 
ского

K * , / ) I  =  I ( * , » ) I < I N I I I » I I  = >  11/11 < І М І

по определению нормы / .  Опять же по неравенству Коши — 
Бѵняковского

І ( У , / ) І  =  І ( У , У ) І  =  І І У І І 2 < І І / І І І І У І І ,

откуда ЦуІІ < 11/11 и, следовательно, ||/ || =  ||у||.
Единственность доказывается от противного. I



Упражнение 2.11. Докажите единственность.

Таким образом, теорема Риееа указывает на то, что меж­
ду пространствами II и II* существует биективное отобра­
жение, сохраняющее норму. В случае вещеетвенноіх) гильбер­
това пространства это отображение обладает свойством ли­
нейности, т. с. пространства II и II* изоморфны и изомет- 
ричны (Н  ~  Н*). В случае комплекеноіх) гильбертова про­
странства установленное биективное отображение не обладает 
свойством линейности: если для элементов / і , / г  € Н* имеем 
/ і  ^  Уі) f '2 У2 , г/ i , г/2 € И ■ то для линейной комбинации 
a f i  +  f3f‘2 получаем, что

a f i  +  /З/г ^  ауі  + Ру2, а, р е  Р.

Условно факт наличия биективного отображения, сохраняю­
щих) норму, часто записывают как равенство: II = Н*. Мно­
жества Н  и Н *, конечно, разной природы, но с точки зрения 
важных свойств ЛНП они тождественны.

Фридьеш Рисе 
(22.01.1880 28.02.1956)

Упражнение 2.12. С помощью теоремы Рисса постройте 
примеры функционалов, заданных на различных гильбертовых про­
странствах.



Теперь, в качестве характерного примера нахождения об­
щего вида функционала на пространстве со счетным базисом, 
найдем общий вид элементов из Сд.

Вопрос. Является ли пространство со гильбертовым?

Покажем, что (со)* =  1\- Напомним, что Со — это простран­
ство последовательностей х =  {^га}) сходящихся к нулю, с нор­
мой \\х\\ =  supraeN |{га|, а пространство 1\ — это пространство 
последовательностей у  =  { уп } с нормой ||у|| =  £^°=і \Уп\-

Начнем с того, что проверим вложение: (со)* Q h-  Знако­
мая вам система

ек =  (0, 1 ,0 , . . . ) ,  к е  N 
к

образует базис в пространстве со, т. е. для любого х  =  {{„} 
из пространства со имеет место разложение х  =  Спеп-

Действительно, для х =  {^га} из пространства Со имеем

т  к

'У  ̂&геп — У  ̂ѴпАг 
п=  1 п=  1

< sup Ы  ||ега|| ------- > 0 .
п: к > п > т -\-1 m -Лоо

Применим (почленно) линейный непрерывный функционал /  
к элементу х  =  еп и получим

/  оо \ оо

(ж, / )  =  (  ^ С п еп, /  )  = : где уп =  (еп , / ) .
\ 71=1 /  П=1

Проверим, что {уп} =  {(ега, / ) }  € Zi. Положим
т

х т =  ^ 2  sign(уп) еп € Со,

П= 1

тогда IIж" 1 II =  1 и, с одной стороны,



с другой стороны,
с©

\ (x, f ) \  <  >  І £ „ |  \уп \ <  | |ж | |  І І У І І  = >  1 1 / 1 1  <

п =  1

Таким образом, каждому элементу /  € Сд мы постави­
ли в соответствие элемент у  из пространства 1\ такой, что 

=  \\у\\, т. е. показали изометричное вложение (со)* Q 1\-

Докажем теперь, что имеет место изоморфное и изомет­
ричное соответствие между пространствами 1\ и Cq , показав 
вложение в другую сторону: 1\ С (со)*. Для этого каждому эле­
менту у  G 11 поставим в соответствие линейный ограниченный 
функционал /  на пространстве Со такой, что ||/ || =  ||у||.

Возьмем произвольный элемент у  =  { уп } из 1\. На про­
странстве Со определим функционал /  по формуле

ОО

( x , f )  =  Yh^-пУп-
П= 1

Этот ряд сходится, так как

\(х, / )  I = Сп Уп
п =  1

оо

<  Ы  \Уп\ <  ||ж |
П— 1

Следовательно, ||/ || <  ||у||. Покажем, что имеет место равен­
ство 11/11 =  \\у\\.

Система ек =  ( 0 , . . . ,  0,1, 0 , . . . ) ,  к  € N, как мы проверили, 
образует базис в пространстве со- Возьмем теперь

к
х к =  ^ s i g n {уп) е п € Со.

П= 1

Имеем ||a;fc|| =  1 и {xk, f )  =  Y^n=i\Un\- Отсюда следует, что 
> ІЫІ. В итоге получаем

Таким образом, каждому элементу у  £  11 мы поставили в 
соответствие линейный ограниченный функционал /  на про­
странстве Со такой, что 11/11 =  \\у\\, т. е. показали изометричное



вложение 1\ С (со)*. Поскольку обратное к 1\ С (со)* вложение 
(со)* Q h  Уж е  доказано, мы получили, что пространства 1\ и 
(со)* изоморфны и изометричны.

Как и в случае гильбертовых пространств, полученное соот­
ветствие между пространствами 1\ и (со)* коротко записывают 
как равенство: 1\ =  (со)*, хотя реально получено соответствие 
к  ^  (со)* •

Упражнение 2.13. Докажите, что 1\ =  то.

2 .4 . В т о р о й  п ри н ц и п  л и н ей н ого  а н а л и за  — 
п ри н ц и п  п р о д о л ж и м о ст и

В этом параграфе докажем теорему Хана — Банаха о про­
должении линейных функционалов (второй принцип линейно­
го анализа — принцип продолжимости) и следствия из нее. 
В следующем параграфе, используя эту теорему, покажем вид 
функционалов над пространством С[а, Ъ\ — еще одну теорему 
Рисса. Далее, на базе изученных свойств сопряженных про­
странств X *, введем сопряженные операторы — операторы 
на сопряженных пространствах. Затем определим замкнутые, 
компактные, обратные операторы и их роль в решении опера­
торных уравнений.

Теорема 2.7 (Х ана — Банаха). Пусть в вещественном 
нормированном пространстве X  задан линейный ограничен­
ный функционал /  с областью определения D ( f )  С  X .  Тогда 
существует на всем X  линейный ограниченный функционал /  
такой, что (х , / )  =  {х, / )  для всех х  € D { f ) ,  и ||/ || =  ||/ ||.

Другими словами, существует продолжение /  с линейного 
многообразия D ( f )  на все X  с сохранением нормы.

Доказательство второго принципа линейного анализа — 
теоремы Хана — Банаха, как и в случае доказательства первого 
принципа (принципа ограниченности), состоит из двух частей.



У тверж дение 2.7 (лемма об элементарном продол­
ж ении). Пусть X  — вещественное нормированное простран­
ство и L  — линейное многообразие в X .  Пусть на L  задан ве­
щественный линейный ограниченный функционал / .  Пусть 
Хо ^  L  и Ь\  — линейное многообразие всевозможных эле­
ментов вида х =  у  +  t x о, у  € L, t  € М. Тогда существует 
на всем L \ линейный ограниченный функционал /  такой, что
11/11 =  11/11 и  (х , / )  =  (х , / )  Дл я  всех х  €  L.

Доказательство. Проверим сначала, что каждый элемент 
х  € L \  представим в виде у  +  tx  о, где t  € К, у  € L, единствен­
ным образом. Действительно, если

у  +  t x 0 =  у' +  і'ж0,

то при t  =  t 1 представление единственно, если і ф t 1, то у  — у' =  
=  (t — t ' )xо, следовательно, Жо € L , что невозможно.

Рассмотрим теперь пару произвольных элементов 
Уі>У2 £  L, тогда вследствие ограниченности /  на L  име­
ем

(У і,  / )  -  (У2, / )  =  (Уі ~  У2, / )  <  11/11 \ \у і ~  У2ІІ <

<  11/11 ІІУі +  жоЦ +  11/11 Цг/2 + ж 0 ||.

Полученное неравенство можно записать следующим образом:

( У ъ Л  ~  11/11 \\Уі+%о\\ <  <2/2, / )  +  11/11 \\У2 + х 0\\.

Если зафиксировать у 2, а у\  менять на L, то можно видеть, 
что левая часть ограничена сверху. Если зафиксировать у а 
2/2 менять на L, то можно видеть, что правая часть ограничена 
снизу.

Положим

а  =  sup {<2/ і , / )  -  11/11 \\у2 +  х 0 \\ },
V1&L

f i  =  i n f  { < 2 /2 , / )  +  11/11 \\У2 + Х о \ \  } .У2^Ь



Имеем следующую цепочку неравенств:

( V i J )  ~  11/11 \ \У і+%о\ \  < a < f i <  <у2 , / )  +  11/11 \ \ У 2 + Х 0 \\.

Возьмем число 7  такое, что а  < 7  <  /3. Теперь для любых 
Уі , 2/2 € L  имеем

( У ъ Л  -  11/11 \ \ у і + х 0\\ < 7 < <2/2 , / )  +  11/11 ІІ2/2 +Ж0||. (19) 

Определим функционал / і  для х (£ L  і по формуле

(ж, / і )  =  (2/ +  ^ о ,  / 1 ) =  { у ,  / )  -  7*.

Тогда построенный функционал / і  совпадает с /  на L. Проверь­
те! Покажем теперь, что ||/ || =  ||/і ||.  В силу свойств точной 
верхней грани имеем

| | / і | | =  s u p  I (ж,  / і ) |  >  s u p  \{x, / і ) |  =  І І / Ц .
ie€Li, ||ж||<1 x£ b ,  IIжII< 1

Таким образом, осталось показать, что для х =  у  +  t x о, где 
t € М, j/ € L,

| <ж,  / і ) |  <  11/11 І М І -

При t  =  0 это неравенство справедливо. Проверим при t  ф 0. 
Из неравенства (19) для любого у\  € L  имеем

<2/1, / )  “ 7 < 11/11 ІІ2/1 +  ЖоЦ.

Полагая 2/1 =  2/Л, получим

(У/ t ,  / )  - 7  < 11/11 ІІ2/Л +  Ж0 ІІ- 

С помощью этой оценки получаем

1<ж, / і ) | =  |<2/, / )  -  7*1 =  1*1 l<2//*, /> -  7І < 1*111/11 ІІ2/Л +  ж0||.

Из ПОЛуЧенН0 Г0  неравенства при t  > 0 ( |t| =  t )  получаем оцен­
Ку

\(х, / і ) | < 11/11 ||ж|| => (х, / і )  < 11/11 ||ж||.
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При t  <  0 ( \t\ =  — t )  получаем оценку

- l l / l l  I N I -

Следовательно ,

l ( * , / i ) l < l l / I I I N I  = *  l l / i l l  <  l l / l l  •

В итоге, с учетом полученной выше оценки ||/і || >  ||/ ||,  имеем 
равенство ||/і || =  ||/ || .  ■

Вопрос. Где в доказательстве был использован тот факт, 
что X  — вещественное нормированное пространство?

Доказательство теоремы Х ана — Банаха в сепара­
бельном случае. Предположим, что пространство X  сепара­
бельно. Тогда в X  существует X 1 — счетное всюду плотное под­
множество. Занумеруем в последовательность хо, х \ ,  х 2, . . .  те 
элементы X ' , которые не попали в D ( f )  — область определения 
функционала / .

Далее, обозначим Хо =  L  и по лемме об элементарном про­
должении продолжим /  с Хо на Х \  := Хо +  {жо}. Затем про­
должим /  на Х 2 := Х \  +  { х \ }  и т. д. В результате получим 
линейный ограниченный функционал /  на X  =  UXj — плот­
ном в X  подмножестве. Почему X  плотно в X ?

Доказательство завершаем применением леммы о продол­
жении линейного непрерывного оператора (функционала) со 
всюду плотного множества с сохранением нормы. ■

Замечание. В общем случае, когда X  не является сепара­
бельным, доказательство теоремы завершается с использова­
нием леммы Цорна. Кроме того, существует вариант теоремы 
на случай комплексного пространства — теорема Сухомлино­
ва. В доказательстве этой теоремы отдельно строится продол­
жение действительной и мнимой частей функционала. Доказа­
тельства этих обобщений можно найти в [2].

При доказательстве различных фактов и решении задач ча­
ще используются следствия из теоремы Хана — Банаха, чем са­



ма теорема в чистом виде. Приведем эти следствия. Отметим 
важный факт конструктивности доказательств этих следствий.

С ледстви е 1. Пусть X  — нормированное пространство и 
ж € X ,  х  ф 0. Тогда существует заданный на всем X  линейный 
ограниченный функционал /  такой, что ||/ || =  1 и (х, / )  =  ||ж||.

Доказательство этого, как и всех остальных следствий, 
является конструктивным: будем строить функционалы с тре­
буемыми свойствами сначала на некотором линейном много­
образии, а потом продолжать их с сохранением нормы на все 
пространство.

Рассмотрим линейное многообразие L =  { t x } , t  € R. На L 
определим /  следующим образом:

( t x , f )  =  t\\x\\.

На L, как и требуется следствием 1, имеем (ж ,/) =  ||ж|| и для 
у  =  tx

\{y,f}\ = \(tx,f)\ = № 1 1  =  I N I  =  I M I  = >  l l / l l  =  l .

Осталось применить теорему Хана — Банаха (или Хана — 
Банаха — Сухомлинова) и продолжить построенный функцио­
нал на все пространство с сохранением нормы. ■

Следствие 2. Пусть в нормированном пространстве X  за­
дано линейное многообразие L  и элемент жо ^  L  на расстоянии 
d >  0 от L. Тогда существует заданный на всем X  линейный 
ограниченный функционал /  такой, что

1) (ж> / )  =  0 Для любых ж € L]
2 ) <ж0,/>  =  1 ;
3 )  1 1 / 1 1  =  1  Id.
Доказательство. Возьмем L \  =  L  +  {жо}. Любой элемент 

у  £  L 1 по лемме об элементарном представлении однозначно 
представим в виде у  =  ж +  £жо, где ж € L, t  € R (С).

Определим /  на элементах у  =  ж +  £жо € Ь\  следующим 
образом:

<:V , f ) = t •



Выполнение условий 1), 2) легко проверяется. Теперь проверим 
выполнение условия 3):

^  ІМІ \ \x/t  +  x о|| ||ж0 -  (~ x/ t ) \ \  < d ’

так как

\ \x/t  Ч- жоII =  ||жо — (—ж/t)  II > d, —x / t  € L.

Следовательно, ||/ || <
Теперь, как обычно, чтобы доказать ||/ || =  І /d ,  надо про­

верить неравенство в другую сторону: ||/ || >  І /d .  Проверим. 
По определению расстояния найдутся такие х п € L, что

d =  lim ||жга — Жо И -п—уоо

Тогда
1 =  |(ж„ — Жо ,  / ) |  <  ||ж„ — Жо|| І І / Ц .

Переходя к пределу при п —> оо, имеем 1 < d ||/ ||.
В итоге получили ||/ || =  І /d ,  и все условия следствия 2 

выполняются на Li =  L  +  {жо}- Остается продолжить постро­
енный функционал на все X  с сохранением нормы. ■

С ледстви е 3. Линейное многообразие L  не является плот­
ным в банаховом пространстве X ,  если и только если найдется 
функционал /  € X * , /  ф 0 , такой, что (ж,/) =  0  для любых 
ж € L.

Д о к азател ьство
=> Пусть L ф X .  Тогда найдется элемент жо € X  такой, 

что p (xq,L )  =  d >  0. По следствию 2 найдется функционал /  
такой, что (жо, / )  =  1 (т. е. /  ф 0) и (ж, / )  =  0 для всех ж € L.

<̂= Пусть существует функционал f  ф 0 и равный нулю на 
L. Если L =  X ,  то /  равен нулю на всем X  =  L. Следовательно, 
L фХ. U



Следствие 4. Пусть {;£&}&=і — линейно независимая си­
стема элементов в линейном нормированном пространстве X .  
Тогда найдется система всюду на X  определенных линей­
ных ограниченных функционалов { f i } f= i такая, что (xk, fi) =  
— ^ к і ) к ,  I — 1, . . .  ,71.

Доказательство. Возьмем х \  и через L \ обозначим ли­
нейную оболочку векторов х 2, Х з , . . . ,  х п . Тогда в силу неза­
висимости векторов системы {хк}^= і расстояние от х \  до L \, 
p { x \ , L \ )  > 0. По следствию 2 найдем функцонал / і  такой, что 
{%і, fi) =  1 и (%i, fi) =  0  для любого Хі, і =  2 , 3 , . . . ,  п.

Так же построим функционал f 2 такой, что (х2, f 2) =  1 и 
(хі, fi) =  0 для любого Хі, і =  1 , 3 , 4 , . . .  , п.

Затем построим функционалы /з, / 4 , . . . , f n с требуемым 
свойством. ■

Систему { f i } i  со свойством (xk, fi) =  бы, к, I =  1 , . . . ,  п  на­
зывают ортогональной  к системе { х к }™ , хотя пространство X  
необязательно является пространством со скалярным произве­
дением.

В заключение этого параграфа сформулируем результат, 
двойственный по формулировке, но не по доказательству к 
следствию 4.

У тверж дение 2.8. Пусть X  — нормированное простран­
ство и пусть {fi}™ — линейно независимая система ограничен­
ных функционалов в линейном нормированном пространстве 
X * . Тогда в X  существует система {х к } \  , к которой система 
{ f i }1 ортогональна.

Смысл утверждения легко воспринимается в частном слу­
чае X  =  X * * , его справедливость в этом случае вытекает из 
следствия 4. Доказательство в общем случае можно найти в 
[2 ]. ‘

О пределение 2.5. Пространство X  с условием X  =  X** 
называется рефлексивным.



В этом определении равенство означает, что между про­
странствами X  и X** существует изоморфное и изометричное 
соответствие.

Упражнение 2.14. Постройте с сохранением нормы продол­
жение функционала f (x)  =  х^, заданного на прямой L =  {х : х2 = 
= а х і}, на все пространство (R2, ||x||s).

Упражнение 2.15. С помощью функционалов, построенных 
на пространствах Н  и со, проверьте, что Н  является рефлексив­
ным, а со — нет.

2 .5 . Ф ун к ц и он ал ы  н а  п р о стр ан ств е С[а,Ъ}

После того, как мы изучили сопряженные пространства, 
вполне естественно было бы перейти к изучению сопряженных 
операторов, определяемых в сопряженных пространствах. Но 
сначала, используя теорему Хана — Банаха, мы докажем еще 
одни полезный результат — теорему Рисса об общем виде функ­
ционала на пространстве С[а, Ъ\ и, как следствие, получим важ­
ный для приложений функционал — знаменитую 5-функцию. 
Для этого напомним определение функций ограниченной ва­
риации.

О п ределен и е 2.6. Функция Ф : [а, Ь\ —> R является функ­
цией ограниченной вариации, если ограничена величина

П

sup ^  |Ф(ж*.) -  Ф(хк_г)\ =:  [Ф], 
к= 1

где точная верхняя грань берется по всевозможным разбиени­
ям отрезка [а, Ь]:

(1 = Xq < Х\ < Х2 < ■ ■ ■ < х п = Ъ.



Множество всех функций Ф : [а, Ь\ —> R ограниченной вариации 
образует линейное пространство. На этом линейном простран­
стве норму можно определить слѵдѵющим образом:

І|Ф|| ^ Д о ­

полученное ЛНП обозначается Ѵ[а,Ь\.

Упражнение 2.16. Проверьте, что отображение
||Ф|| = [Ф] удовлетворяет аксиомам нормы.

Для ограниченной на [а, Ь] функции /  по функции огра­
ниченной вариации Ф можно определить интеграл Римана — 
Стилтъеса:

,-ъ п
f ( x )  сІФ(х) :=  lim У 2 / ( х к)(Ф(хк) - Ф ( х к_і) ) ,

J “  А ^ °  t i

где А — диаметр разбиения, т. е. А =  max (х к — х к~і).
к=1,...,п

Теперь можем сформулировать и доказать теорему Рисса 
об общем виде функционалов на пространстве С[а, Ъ\.

Теорема 2.8. Всякий линейный непрерывный функционал 
F  на пространстве С  [а, Ъ\ представим в виде интеграла Римана
— Стилтьеса по некоторой функции ограниченной вариации Ф:

( f , F ) = [ b f ( x ) d Ф(х), /  € С[а, Ъ]. (20)
J  а

При этом ||F || =  ||Ф||.
Другими словами, для каждого линейного непрерывного 

функционала F,  заданного на пространстве С[а,Ь\, найдется 
функция ограниченной вариации Ф, с помощью которой функ­
ционал задается в форме интеграла Стилтьеса и

т \  = ѵаь [Ф].

Доказательство. Здесь мы фактически, как в других при­
мерах по нахождению общего вида функционалов, займемся



упражнениями по вычислению норм, но в новых для вас про­
странствах М[а,Ь] и Ѵ[а,Ь\.

Пространство С[а,Ь\ можно рассматривать как подпро­
странство М[а,  Ъ\ — всех ограниченных на [а, Ь\ функций с нор­
мой

Тогда по теореме Хана — Банаха линейный непрерывный 
функционал F,  заданный на пространстве С[а,Ь\, можно с со­
хранением нормы продолжить на пространство М[а,  Ъ\. В част­
ности, продолженный на М[а,Ь\  функционал будет определен 
на «ступеньках» — функциях hT, r  е  [а, Ь], вида

и сначала проверим, что Ф — функция ограниченной вариа­
ции, а потом покажем, что эта Ф и есть требуемая в теореме 
функция.

Возьмем произвольное разбиение отрезка [а, Ь] точками х к 
и положим

l l / l l  =  s u p  | / ( ж ) | .
х£[а,Ь\

1 , ж е  [а, т], 

О, ж е  (г ,Ъ\.

Определим
F (h T) =: Ф(т)

а к : =  s i g n ^ ^ fc) -  Ф ( ж * ; _ і ) ) .

Тогда
П П

\ф (х к) ~  ф ( ^ - і ) |  =  ^ а к(Ф(хк) -  Ф(хк_ і) )
к= 1 к= 1

п

к= 1

п

— ^ к - і )  •



Функция Efc= 1 а к (hXk — hXk_ i) принимает значения ±1 или О, 
следовательно, ее норма равна 1 и

П

£ | Ф Ы - ф ( я * - і ) | < І И І  У0Ь[ Ф ] < І И І -  
к= 1

Итак, мы построили Ф — функцию ограниченной вариации, 
определяемую функционалом F  на «ступеньках». Кроме того, 
доказали одно из требуемых неравенств для норм.

Покажем, что именно с помощью этой функции Ф функцио­
нал задается в виде интеграла Римана — Стилтьеса. Пусть 
/  — произвольная непрерывная на [а, Ь] функция. Возьмем 
е > 0 и выберем 5 >  0 так, чтобы |/(ж ;) — f(x")  \ <  е при 
\х' — х"\ < 5.

Выберем теперь разбиение так, чтобы было А < 5, и рас­
смотрим ступенчатую функцию / е:

fe(x) =  f ( x k) при ж € (х к- і , х к), к =  1 , 2 , . . .  ,п,  f e(a) =  /(а ) . 

Эту функцию можно записать так:
П

f e ( x )  =  Е  f ( x k ) [ h Xk -  h Xk_ J.  
к= 1

Ясно, что при всех х  € [а, Ъ\ справедливо неравенство 
If ( x )  — f e(x )I < е, следовательно, имеем ||/(ж) — / е(ж)|| < е. 
Найдем F ( f e):

П

H f s )  =  £  f ( x k) [F (hXk) -  F  { h ^ ) ]  =
k= 1

n

=  f & k )  іФ(Хк) ~  Ф(хк- і ) }  . 
k= 1

Следовательно, F ( f e) представляет собой интегральную сумму 
для

f  /(х)сІФ(х).
J  а



Поэтому при достаточно мелком разбиении отрезка

F ( f e) -  f  /(х)сІФ(х) <  е.
J а

П Л -  [ Ь / (х)с іф(х)  < e(l +  ||F ||) => F ( f ) =  f  / (х)йФ(х)  
J a J a

Мы уже получили неравенство

ѴЬа [Ф] < | |F | | .

Неравенство в противоположную сторону: ||_F|| <  [Ф] полу­
чается из теоремы о среднем для интеграла Римана — Стил- 
тьеса:

О п ределен и е 2.7. Функционал FT( f ) =  /( т )  =: 5Т на­
зывается 5-функцией , сосредоточенной в точке г  (5-функцией, 
сдвинутой в точку г), в частности, просто 5-функцией в случае

На функциях /  € С[а,Ь\ функционал 5-функция — это 
функционал, порождаемый функцией Ф(ж) =  —hT(x):

Вопрос. Как выглядит график функции —hT(x)?

В частности, на функции f ( x )  =  1 функционал 
FT =: 5Т равен единице. Физическая интерпретация такого 
функционала — плотность точечной массы, равной единице, 
сосредоточенной в точке г. С интегралами вида (20) вы бу­
дете встречаться в курсе уравнений математической физики
и, наверное, уже встречались в теории вероятностей.

г  =  0 .

F r ( f )  =  [  /(х)сІФ(х) =  -  f  f ( x ) d h T(x) =  / ( г )  
Ja Ja



Упражнение 2.17. Приведите примеры функционалов с 
кусочно-непрерывными функциям,и Ф(ж).

Упражнение 2.18. Приведите примеры функционалов над 
пространством С[а,Ъ\ в теории вероятностей (например, связан­
ные с моментами случайной величины).

2 .6 . С о п р я ж ен н ы е оп ер атор ы

При исследовании свойств операторов важное значение 
имеет поведение сопряженных к ним операторов.

О п ределен и е 2.8. Пусть А  — линейный ограниченный 
оператор в нормированных пространствах X ,  Y: А  € L (X ,  Y) .  
Тогда сопряженный оператор А* € L ( Y * , X * )  определяется 
следующим равенством:

( A x , f )  =  ( x , A * f ) ,  x e X , f e Y * .

Разберемся с этим определением и покажем, что такой опе­
ратор А* действительно существует, что А* € L ( Y * , X * )  и, бо­
лее того, Ц-АЦ =  ||^4*||. Для этого определим функционал ір на 
пространстве X :

<р(х) =  (х,<р) := (Ах,  / ) .

Сначала проверим, что функционал ір определен на всем X  
и что он линеен (благодаря линейности А  и /) :

^ ( а х  +  fiy) =  (А ( а х  +  fiy), / )  =  а (А (х ) ,  / )  +  (3(А(у), / )  =
=  а<р(х) +Р<р(у).

Теперь проверим, что функционал ір ограничен. Имеем

\(x,ip}\ =  \ ( A x , f } \< \ \ f \ \ \ \A x \ \< \ \ f \ \ \ \A \ \ \ \ x \ \ .  (2 1 )



задает линейный ограниченный оператор А*: А* /  := ір. 

Проверим, что II А* || =  ||А||. Из оценки (21) следует, что

Чтобы доказать неравенство в другую сторону, используем 
следствие 1 из теоремы Хана — Банаха. Пусть А  € L ( X , Y ) ,  
тогда для каждого Xq такого, что А х  о ф 0 , существует функ­
ционал /о € Y*  такой, что ||/о|| =  1 и (Axo,fo)  =  ||Ажо||- Из 
этого следствия имеем

ЦАгоІІ =  \ (Ax0 , fo)\  =  \ (xo,A*f0)\ < і т | | | / 0|||Ы І  =  Р И М ! -

Отсюда ЦАЦ < ||А*||. Значит, |А*|| =  ЦАЦ.

Чтобы на практике пользоваться определением 2.8 для по­
строения сопряженного оператора А*, надо начать с того, что 
построить (Ах,  / ) ,  а потом перекомпоновать это выражение 
так, чтобы преобразованное выражение определяло действие 
некоторого функционала на ж: (x ,A * f ) .

Рассмотрим п ри м ер . Используя смену порядка суммиро­
вания, построим оператор, сопряженный к матричному опера-

\ { A x , f ) \  =  \ {x ,A*f) \<\ \ f \ \ \ \A \ \ \ \x \ \  =>

=> \\а *д  <  \\A\\\\f\\ => і т і < и і .

тору А  : (R™, II • ||і) —> (Rm, || • Ц2 ): 

А х  =  у  : х =  {х \ ,  Х \ , . . . , х п },
П

У —  { у і ) Уі  J • • • ) Ут \ ) Ук —  'У '  O-kjXj, к  —  1 ,  . . . , Ш .

3 = 1

j = 1 \ f c = l  /  к=1 

1 1 0

ак^ к х з =  A *f)  ^  A * f  =  ак^ к-

п т \  т



В качестве второго п р и м ер а  рассмотрим интегральный 
оператор с непрерывным ядром и с помощью изменения поряд­
ка интегрирования построим сопряженный к нему оператор.

Сначала рассмотрим случай пространства Ь 2 [а,Ь] над по­
лем действительных чисел:

следует, что сопряженный оператор определяется равенством

Теперь рассмотрим случай пространства L 2 [a,b] над полем 
комплексных чисел:

■ь
K ( t , s ) x ( s ) d s , А  : L2 K  Ъ\ —> Ь 2[а,Ь].

Тогда из цепочки равенств

Следовательно, в этом случае



Упражнение 2.19. Задайте ограниченный оператор в про­
странстве 1\ и постройте к нему сопряженный.

О пределение 2.9. Если для операторов А  € L ( X ,  Y ) и 
А* € L ( Y * , X * )  выполняется условие А  =  А* и, значит, 
X  =  Y * , Y  =  X*,  то такой оператор называется самосопря­
ж енным.

Обычно самосопряженные операторы рассматривают в 
гильбертовых пространствах Н.

О пределение 2.10. Оператор А  € L ( H )  называется 
эрмитово самосопряж енным , если выполняется равенство 
(Ах,  у) =  (х, Ау)  для любых х , у  € Н.

Упражнение 2.20. Укажите условия, при которых заданные 
матричный и интегральный операторы являются самосопряжен­
ными.

Теорема 2.9 (о свойствах эрмитово самосопряж ен­
ных операторов). Пусть A , B g  L ( H ) — эрмитово самосо­
пряженные операторы. Тогда

1. Для любых а,  /3 € К оператор а  А  +  [ЗВ является эрми­
тово самосопряженным.

Доказательство

{ {а А  +  [ЗВ)х, у) =  (а А х  +  (ЗВх, у) =  а (А х ,  у)  +  [3(Вх, у) =

=  а(х ,  Ау)  +  (3(х, B y )  =  (х , а А у )  +  (х , р В у )  =  

=  (х, а А у  +  (ЗВу) =  (х, ( а А  +  (ЗВ)у). U

2. Оператор А В  является эрмитово самосопряженным, если 
и только если операторы А  т В  перестановочны.

Доказательство

( А В х , у )  =  (Вх,  Ay)  =  (х, В А у ) .  U

3. Если оператор А  является эрмитово самосопряженным, 
то (Ах,  х) — вещественное число и

||А|| =  sup \ (Ах,х) \ .
\\х\\<1



Д о к азател ьство . (Ах,  х) — вещественное число, так как 

(.А х , х ) =  (х , А х ) =  (А х , х ).

Пусть с а  '■= sup \ (Ах,х) \ .  По неравенству Коши — Бѵня- 
* 1Н 1<1 " "

ковского и по свойству нормы оператора имеем

ел := sup \ ( А х , х ) \ <  sup ||Аж|| ||ж|| < ||А|| => < \\А\\.
| |х | |< 1  ІМ |< 1

Доказательство неравенства с а  >  Ц-АЦ можно посмотреть в
И -  ■

О п ределен и е 2 .1 1 . Среди эрмитово самосопряженных 
операторов выделяют такие, что ( А х , х )  >  0 ( ( А х ,х )  > 0). Та­
кие операторы называют положительными (неотрицатель­
ными)  и обозначают А  > 0 (А  > 0). Если для эрмито­
во самосопряженных операторов А, В  выполняется условие 
А  — В  >  0 (А — В  >  0), то это обозначают А  >  В  ( А >  В) .

Упражнение 2 .2 1 . Докажите, что если А > 0, то для любых 
х ,у  е Н  справедливо обобщенное неравенство Коши — Буняковско- 
го:

\ {Ах,у)\  <  у / ( А х , х ) у / ( А у , у ) .

Упражнение 2.22. Пусть А, В, С  — эрмитово самосопря­
женные операторы. Докажите

1)  А > А;
2) А > В, В > С  => А > С;
3) А  > В, В  > А  =ф А =  В ;
4)  А > В, а  >  0 =>■ аА > аВ;  А > В, а  < 0 =>■ аА  < аВ.

Покажем, как понятие сопряженного оператора можно пе­
ренести на случай неограниченных операторов.

Пусть заданы X ,  Y  — ЛНП (оба над полем вещественных 
или комплексных чисел), оператор А  с областью определения 
D (A )  С X  и /  € Y*.  Для заданного /  € Y*  и для ж € D (A )  
образуем выражение (ж,ір) =  ( A x , f ) .  По ж оно линейно на 
D (A ) .  Разберемся, когда это выражение определяет единствен­
ный функционал ip € X*.



У тв ер ж д ен и е  2.9. Для того, чтобы представление было 
единственным, необходимо и достаточно, чтобы D ( A ) =  X .  

Д о к азател ьство
=> Допустим, что D ( A ) ф X .  По следствию 3 из теоремы 

Хана — Банаха найдется іро € X*,  іро ф 0 такой, что (х , Lpo) =  О 
для всех х  € D (A ) .  Тогда

(х,<р) +  (х,<ро) =  (Ах,  /}.

Это противоречит единственности представления.
<= Пусть D (A )  =  X .  Если

( A x , f )  =  (x,Lpi) =  (:T,lp2),

то (х, ip 1 — Lp2) =  0  для всех х, принадлежащих плотному в X  
множеству D (A ) .  Тогда, в силу продолжения по непрерывно­
сти (х,<р 1 — <р2) =  0  для всех х  € X ,  т. е. (x,Lp\) =  (x,<f2) и 
продолжение единственно. I

Итак, мы показали, что если D (A )  плотно в X ,  то функ­
ционал, задающий сопряженный оператор, определяется един­
ственным образом, но остается вопрос.

Вопрос. Существует ли £ X* такой, что имеет место ра­
венство

<р(х) =  {Ах, f )1 (2 2 )

Введем множество D* С Y*  тех / ,  для которых существует 
такой ip € X * , что это равенство выполняется. Тем самым для 
/  € D* С Y*  задан оператор А* формально той же формулой 
(2 2 ), что и в случае ограниченных операторов:

(.A x , f ) =  {x , A * f ).

Отметим, что множество D* не пусто, в нем, по крайней мере, 
содержится нулевой элемент.

Рассмотрим важный п ри м ер . Построим оператор, сопря­
женный к оператору А  =  ^  в пространстве Ь 2 [а, Ь] с областью



определения D ( A ) =  Н$[а,Ъ\ — множеством функций из про­
странства Соболева Н 1[а,Ь\, равных нулю на концах отрезка. 
Оператор А  является неограниченным в пространстве Ь 2[а,Ъ\. 
В силу равенства D ( A )  =  Ь 2 [а, Ъ\ существует множество D* та­
кое, что для /  € D* по определению сопряженнного оператора 
имеем

(.A x , f ) =  (х, A* f ) .

Для оператора А  =  ^  в пространстве Ь 2 [а, Ъ] это равенство по 
теореме Рисса запишется так:

(Ах,  ! ) =  j  f ( t ) d t .

Для х  € Hq С Н 1 (Hq =  Н )  имеет место равенство

{ A x j ) = [ d~ i r W ) d t = - j f

Следовательно, A* f  =  —

Упражнение 2.23. Постройте оператор, сопряженный к опе­
ратору А =  - 2̂ , действующему в пространстве Ь2[0,1], предвари­
тельно задав его область определения D(A).

2 .7 . О братн ы е оп ер атор ы

Обратные операторы — это центральная тема главы «Опе­
раторы». Многочисленные модели в различных областях при­
водят к операторным уравнениям вида А х  =  у. Решить такое 
уравнение означает найти обратный оператор А -1 .

О п ределен и е 2.12. Пусть X ,  Y  — линейные нормирован­
ные пространства. Пусть линейный оператор А  : X  —> Y  
осуществляет взаимно-однозначное отображение D ( A ) С X  
на R ( A ) С Y .  Тогда обратное (однозначное) отображение 
А -1  : R ( A ) —>■ D ( A )  называется обратным оператором,.



Эквивалентным образом обратный оператор А - 1  можно 
определить как оператор, для которого выполняются равен­
ства

А ~ 1А х  =  х, х  е  D (A ) ,  А А ~ 1у =  у, у  € R{A),  

коротко:
А -1  А  =  I[d (a )\ j А А ~ l =  I[r (a )]i

где I[d(A)]> I{R(A)] — э т 0  единичные операторы на замыкании 
линейных многообразий D (A ) ,  R(A) ,  соответственно.

Докажем несколько простых полезных утверждений про об­
ратные операторы.

У тв ер ж д ен и е  2.10. Линейный оператор А  : X  —> Y  пере­
водит D (A )  в R(A)  взаимно-однозначно тогда и только тогда, 
когда ядро оператора N ( A )  =  {0 }.

Д о к азател ьство
=> Пусть линейный оператор А  : X  —> Y  переводит D ( A )  в 

R(A)  взаимно-однозначно. Это означает, что для любого эле­
мента у  € R(A )  существует единственный х  € D ( A )  такой, 
что А х  =  у. Предположим, что, однако, N ( A )  ф {0}. Возьмем 
z  € N ( A ) ,  z  ф 0 . Тогда А ( х  +  z)  =  А х  =  у, т. е. нет взаимно­
однозначное™ отображения.

<= Доказательство от противного. I

Упражнение 2.24. Проверьте, что для линейного оператора 
оператор А : R(A)  —> D(A) является линейным оператором.

У тв ер ж д ен и е  2 .1 1 . Оператор А - 1  существует и одновре­
менно является ограниченным тогда и только тогда, когда су­
ществует т  >  0  такое, что

Ух € D (A )  => \\Ах\\ >  т ||ж ||.



Доказательство
=> Пусть А - 1  : D ( A ~ 1) =  R(A ) —> D (A )  существует и 

ограничен. Это означает, что

Зс > 0 : Уу € R(A) => И Щ  =  Y  к  ЦА^уЦ <  с\\у\\.

Полагая у  =  Ах,  х  =  А ~ 1у, получаем требуемую оценку с 
т ~ 1 := с.

Ф= Пусть выполнена требуемая оценка. Тогда, если А х  =  О, 
т. е. х  € N (A ) ,  то из этой оценки следует, что х =  0, т. е. 
N ( A )  =  {0}. Тогда по утверждению 2.10 следует, что А - 1  су­
ществует. Полагая у  =  Ах,  х  =  А ~ 1у  и заменяя т ~ 1 на с, 
из данной оценки получаем ограниченность оператора А -1 : 
ІМІ > m \\A ~l y\\ ^  WA-'yW <  с\\у\\. U

О пределение 2.13. Если оператор А - 1  является ограни­
ченным, то линейный оператор А  называют непрерывно обра­
тимым.

Утверждение 2.11 в этих терминах можно сформулировать 
следующим образом.

У тверж дение 2.12. Линейный оператор А  является 
непрерывно обратимым тогда и только тогда, когда существует 
т  >  0  такое, что

Ух € D ( A )  => \\Ах\\ >  ш||ж||.

Сформулируем здесь, пока без доказательства, теорему Ба­
наха об ограниченности обратного оператора — третий прин­
цип линейного анализа. Докажем ее в следующих параграфах 
для замкнутых операторов — более широкого класса опера­
торов, чем ограниченные, предварительно изучив замкнутые 
операторы.

Теорема 2.10 (Банаха об обратном операторе). Если 
А  — линейный ограниченный оператор, взаимно-однозначно 
отображающий D (A )  С X  на все банахово пространство Y,  
то обратный оператор ограничен.



В качестве примеров нахождения обратного оператора 
рассмотрим решение интегрального уравнения и задачи Ко­
ши для обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ). 
Решение задач для уравнений в частных производных и бо­
лее общих уравнений методами функционального анализа рас­
смотрим в последних параграфах.

1. Рассмотрим в С [0,1] интегральное уравнение:

Вопрос. Какие методы решения интегральных уравнений на 
данном этапе вы уже знаете?

Поскольку в данном примере интегральный оператор имеет 
вырожденное ядро, то проще всего применять метод вырож­
денных ядер для решения этого уравнения, т. е. искать ж в 
форме x( t)  =  y ( t ) +  ct с неизвестной константой с =  Jq s x ( s )d s .  
Подставляем x( t )  =  y( t )  +  ct в уравнение, получаем равенство

Мы такие операторы на предмет ограниченности изучали: опе­
ратор А - 1  является ограниченным в С[0,1].

2. Рассмотрим в С[0, Т] задачу Коши для ОДУ:

D nx ( t ) =  x^n\ t ) + a i { t ) x ^ n ^(t)-\------ban (t )x( t)  =  y( t) ,  t  € [0,T],

A x(t )  := x( t)  — f  t s x ( s ) d s  =  y( t) ,  у  € C[0 , 1 ]
Jo

для с:

y( t)  +  c t -  t s  (y(s)  +  cs)ds  =  y(t) .

Отсюда

с

I
l

=> x(t )  =  у  it) +  - s y(s)  ds =: A  l y( t) .

ж(0 ) =  ж'(0 ) =  ж(га-1)(0 ) =  0 .



Другими словами, рассмотрим дифференциальный оператор 
D n , областью определения которого является множество п  раз 
непрерывно дифференцируемых функций из С[0,Т]  с задан­
ными граничными условиями.

Решая методом вариации произвольных постоянных:

x ( t ) =  ^  C k( t ) x k(t),
к= 1

находим

x( t)  = J 2 Xk(t) ^ ^ y ( s ) d s  =  D n l y(t) ,-i„

где x k =?, W  =?, W k =?
Зная свойства интегральных операторов, вновь получаем, 

что обратный оператор D ~ l является ограниченным на про­
странстве функций из С[0,Т] .

Рассмотрим важный в приложениях оператор, обратный 
к оператору (I  — А).  Следующая теорема дает конструктив­
ное доказательство существования и ограниченности операто­
ра (I  — А ) ~ 1 при условии ЦАЦ < 1 .

Теорема 2.11. Пусть А  £ L ( X )  и ЦАЦ < 1, пространство 
X  — банахово. Тогда оператор I  — А  непрерывно обратим. При 
этом справедлива оценка

и а - л г ч і й  1
1 -

Доказательство. Рассмотрим в L ( X )  ряд

I  +  А +  А2 +  А3 +  . . .

Ряд сходится: Sn —>■ S  при п —> оо, так как он сходится абсо­
лютно (критерий полноты пространства). Далее имеем

( I  — A) Sn =  I  — Ara+1, Sn ( I - A )  = 1 -  A n + l .
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При п —> оо имеем ||Ага+1|| < ЦАЦга+1 —> 0. Следовательно, 
пользуясь определением обратного оператора через правый и 
левый обратный, получаем

S  =  I  +  A  +  A 2 +  A 3 +  . . .  = ( і - А ) ~ 1.

Оценка получается с использованием оценки для суммы гео­
метрической прогрессии. ■

Обратите внимание, что с конструкцией операторов, обрат­
ных к операторам вида I  — А, мы уже встречались в первой 
главе, когда рассматривали уравнения со сжимающими опе­
раторами А. В третьей главе мы снова будем рассматривать 
обратные операторы к операторам вида I  — А, на этот раз с 
вполне непрерывным оператором А.  Покажем, что в отличие 
от обратных к вполне непрерывным операторам А,  обратные к 
операторам вида I  — А  являются ограниченными.

На полученную важную для приложений теорему 2.11 мож­
но посмотреть еще и с другой стороны: функция f ( z )  =  у ^  яв­
ляется аналитической в круге \z\ < 1 и, следовательно, раскла­
дывается в ряд Лорана (который совпадает с рядом Тейлора) 
в этом круге:

—1—  =  1 +  z +  z2 +  z3 +  . . .
1 — z

Тогда соответствующая функции f ( z )  =  аналитической 
в круге \z\ <  1, функция f ( A )  =  ( /  — А) ~ 1 от оператора А  
определяется через ряд

I  +  А  + А 2 +  А 3 +  . . .  = : ( І - А ) ~ 1,

сходящийся при условии ЦАЦ < 1 .
С помощью идеи построения функций от операторов через 

разложение в сходящийся ряд можно определять различные 
аналитические функции от операторов.

Упражнение 2.25. Для линейного ограниченного оператора А, 
действующего в банаховом пространстве X ,  постройте линейные 
ограниченные операторы sin(tA), cos(tA), exp(tA), t >  0 .



Эти операторы будут использованы в последней главе курса 
для построения решений задач Коши для дифференциально­
операторных уравнений — дифференциальных уравнений с 
операторными коэффициентами.

2 .8 . С п ек тр  о п ер а то р а . Р езо л ь в ен т а

В этом параграфе мы переходим к изучению спектра ли­
нейного оператора А,  определяемого через поведение операто­
ра, обратного к XI — А,  А € С. Для оператора XI — А  часто 
используют другое обозначение: Л — А.

О п ределен и е 2.14. Пусть X  — линейное нормированное 
пространство и линейный оператор А  : X  —> X .  Рассмотрим 
три возможности поведения оператора Л — А:

1) Оператор Л — А  имеет ограниченный обратный 
(Л — А ) ~ 1 =: Ra{X).  В э т о м  случае оператор R a W  называется 
резольвентой  (разрешающим оператором, от англ. resolve) и 
точка Л называется регулярной. Множество всех регулярных 
точек называют резольвентным множеством  и обозначают 
р{А).

2) Обратный к Л — А  существует, но не ограничен. В этом 
случае Л называется точкой непрерывного спектра. Множе­
ство точек непрерывного спектра обозначают а с( А ) (с от англ. 
continuous).

3) Не существует оператора, обратного к Л — А.  Это эквива­
лентно тому, что уравнение (Х — А ) х  =  0  имеет ненулевое реше­
ние, т. е. Эх ф 0 : Хх =  Ах.  Как вы знаете из алгебры, такие Л 
называются собственными значениями оператора А,  а ненуле­
вые решения х  — соответствующими собственными векторами 
(или собственными функциями). Множество собственных зна­
чений (Td(A) называют дискретным спектром, а множество

а с(А) U a d(A) =: а  (А) 

называют спектром  оператора А.



Замечание. Из определения следует, что спектр сг(А) — 
это дополнение множества р(А)  до всей комплексной плоско­
сти.

Вспомним некоторые спектральные свойства линейных опе­
раторов в конечномерных пространствах, знакомые вам из ал­
гебры: собственных значений и собственных векторов у таких 
операторов не более конечного числа, собственные векторы, от­
вечающие различным собственным значениям, линейно незави­
симы.

В общем случае в бесконечномерных пространствах спектр 
операторов, даже ограниченных, может быть устроен доста­
точно сложно.

Начнем изучение спектра с геометрически наглядных ре­
зультатов о положении в комплексной плоскости спектра и 
множества регулярных точек линейного ограниченного опера­
тора.

У тверж дение 2.13. Пусть А  € L ( X) ,  X  — банахово про­
странство. Тогда

Л =  {Л : |А| > \\А\\} С р(А).

Доказательство. Для оператора Л — А  при Л € Л име­
ет место следующее равенство XI — А  =  А( /  — А- 1А), где
ІІЛ-1̂ !! =  ілі- іцац <  1 .

Используем доказанную выше теорему об обратимости та­
ких операторов: если ||А- 1А|| < 1, то для оператора I  — Х_1А  
существует ограниченный обратный

( /  -  Л- 1^ ) - 1 := /  +  А_1А +  (Л- 1^ ) 2 +  . . .

Этот ряд сходится в пространстве L ( X) ,  так как сходится ряд 
из норм операторов, образующих ряд.

Отсюда следует, что при условии |А|- 1 ||А|| < 1 оператор 
(XI — А) ~ 1 является ограниченным. Это эквивалентно тому, 
что оператор XI — А  является непрерывно обратимым. ■



У тверж дение 2.14. Резольвентное множество открыто, 
эквивалентно, спектр — дополнение комплексной плоскости до 
резольвентного множества — замкнутое множество.

Доказательство. Пусть Ао € р(А).  Это означает, что опе­
ратор АоІ —А  непрерывно обратим. Для оператора XI—А  имеем 
следующую цепочку равенств:

XI—А  =  ХІ—ХоІ+(ХоІ—А) =  (ХоІ—А) [ I  +  (AI  — АоI ) R \ 0(A) ].

Отсюда следует, что при условии

|А-Ао|||Дло(Л)ІІ < 1 ,

т. е. при IА — АоI < 1/||і?л0(-А)||) оператор XI — А  непрерывно 
обратим и

(АІ - А ) - 1 =  [ /  +  (А-Ао) Ело(А) ] - 1  Rxo(A),

где использовано равенство для обратного оператора от про­
изведения операторов: (А В ) ~ 1 =  В ~ 1А ~ 1. Таким образом, мы 
доказали, что для точки Ао существует целая окрестность то­
чек

{ А е С : | А - А 0 |<1/||Д ло(А )||},

которые тоже являются регулярными. Это по определению 
означает, что множество регулярных точек (резольвентное 
множество) является открытым. ■

Пример
Рассмотрим оператор А  умножения на непрерывную функ­

цию /  в пространстве С[а,Ь\. Обычно исследование спектра 
начинают с того, что записывают оператор XI — А.  Далее, в со­
ответствии с определением спектра, смотрят, в какую из трех 
возможностей поведения обратного к нему этот оператор по­
падает.

В нашем случае

(XI -  A)x(t )  =  ( Х -  f ( t ))x( t ) .  
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Посмотрим, есть ли у этого оператора обратный, т. е. посмот­
рим, имеет ли уравнение (XI — A)x(t)  =  (A — f ( t ) )x( t )  =  0 нену­
левые решения. Это зависит от поведения множителя (A—/(t)). 
Тут может быть три возможности (і)-( і і і) .

(i) А — f ( t )  ф 0 при любом t € [а, Ь\, т. е. А ф. R( f ) .  В этом 
случае обратный оператор определяется следующим образом:

^ А -

Упражнение 2.26. Покажите, что этот оператор ограни­
чен.

Следовательно, А ^ R( f )  принадлежит множеству р(А).
(ii) Значение А € С таково, что А — /(to) =  0 в некото­

рой точке to € [a, b], а в остальных точках отрезка [а, Ъ\ имеем 
А -  /( t)  ф 0.

Упражнение 2.27. Проверьте, что в этом случае оператор 
(XI — А )~1 существует (т.е. оператор XI — А осуществляет 
взаимно-однозначное соответствие), но он не ограничен.

Следовательно, данная точка А =  /(to) является точкой 
непрерывного спектра.

(iii) Если функция /  принимает значение А на некотором 
отрезке из [а, Ь], то обратный к оператору (А — А) не существует
и, следовательно, данная точка А является собственным значе­
нием.

Упражнение 2.28. Найдите соответствующую собственную 
функцию. Дайте геометрическую интерпретацию для случаев (г) -  
(%%%). Приведите примеры функций f ,  реализующих случаи (г) (т).

Упражнение 2.29. Найдите спектр для случая [а, Ъ\ =  [2,3] и 
f{t) =  l + t 2.

Упражнение 2.30. Найдите спектр для случая f ( t \  +  U2) =  
=  1 + t\ + £2j t i j ̂ 2 G [a, 6] = [2, 3].



Упражнение 2.31. Найдите спектр оператора А \ І2 h, 
определяемого следующим, образом:

1 . А х  =  {х\ — Х2, 0, ахз ,Х4,Х5 , . . .  }, а  < О;
2 *. Ах =  {х \ — Х2, ахз ,Х4,Х5, . . .  }, о; € М.

Упражнение 2.32. Найдите собственные значения и соб­
ственные векторы интегрального оператора с ядром е2х+у в про­
странстве С[— 1,1], используя вырожденность ядра.

В последней главе мы будем изучать операторные уравне­
ния первого и второго рода на основе свойств обратных опе­
раторов к операторам первого рода В  =  А  и операторам вто­
рого рода В  =  I  — А, где А  — вполне непрерывный оператор. 
Но прежде чем перейти к изучению операторных уравнений 
первого и второго рода, нам необходимо, во-первых, доказать 
теорему Банаха об обратном операторе (вернее, эквивалент­
ную ей теорему Банаха о замкнутом операторе, предваритель­
но изучив замкнутые операторы). Во-вторых, изучить свойства 
вполне непрерывных операторов, позволяющих отделить урав­
нения второго рода от уравнений первого рода.

2 .9 . З а м к н у т ы е оп ер атор ы

При изучении ограниченных операторов мы приводили 
примеры дифференциальных операторов, не являющихся огра­
ниченными. Оказывается, что эти важные для приложе­
ний операторы, не являясь ограниченными, обладают полез­
ным свойством замкнутости, выделяющим их среди других 
неограниченных операторов.

Чтобы ввести понятие замкнутого оператора, полезно сна­
чала ввести понятие прямой суммы двух пространств и поня­
тие графика оператора в этой сумме пространств.

О пределение 2.15. Прямой суммой X  +  Y  двух линей­
ных нормированных пространств X ,  Y  называется совокѵп-



ность пар z  =  {ж, у }, х € X , у  € Y , для которых 

a z \  +  fjz2 := { ах \  +  /Зж2, с«/і +  /Зуг}-

Упражнение 2.33. Проверьте, что на X  +  Y  можно ввести 
норму

ІИ Ы И І + ІЫІ
и что, если X , У являются банаховыми пространствами, то про­
странство X  +  Y  является банаховым. Введите эквивалентные 
нормы на X  +  Y.

О пределение 2.16. Пусть F (ж) : D ( f )  —> R( f )  — опера­
тор (необязательно линейный), действующий из пространства 
X  в пространство Y . Графиком оператора F  называется сово­
купность пар {ж, ^(ж)} в пространстве X  +  Y .

О пределение 2.17. Оператор А  называется замкнутым, 
если замкнут график оператора А  в пространстве X  +  Y.

Упражнение 2.34. Докажите, что линейный оператор А яв­
ляется замкнутым, если и только если для любой последователь­
ности {хп} с  D(A) из условий хп ------> х и Ахп ------> у следует,

п —̂оо п—̂оо

что х G D(A) и Ах =  у.

Замечание. Из определения замкнутого оператора следу­
ет, что линейный ограниченный оператор является замкнутым.

Хорошо известно, что если исходный оператор ограничен, 
то обратный необязательно ограничен. Простой пример: инте­
гральный оператор

Ax(t)  =  x(s)ds ,  t € [a,b\
J a

является ограниченным в пространстве C[a,b\, а обратный к 
нему дифференциальный — нет. Для замкнутых операторов 
имеет место следующий очень важный факт.



Теорема 2.12. Если оператор А  замкнут и существует об­
ратный к нему, то оператор А - 1  тоже замкнут.

Доказательство. Рассмотрим графики операторов А  и 
А ~1:

{х, Ах} ,  х € D(A),  {у, А ~ 1у},  у € R(A).

Сделав замену у =  Ах,  график обратного оператора мы можем 
записать следующим образом:

{Ах,  х} ,  х € D(A).

По определению нормы в пространстве X  +  Y , норма элемента 
{х, у ) }  из X -\-Y не изменится, если х и у  поменять местами. Та­
ким образом, нормы элементов { х , А х }  и { А х , х }  =  { у , А ~ 1у}  
совпадают. Следовательно, прямой и обратный операторы од­
новременно замкнуты. ■

С ледствие. Если оператор А  ограничен и существует А -1 , 
то А - 1  является замкнутым оператором.

Примеры замкнутых операторов. Поскольку примеров 
ограниченных операторов мы приводили достаточно много, то 
здесь представляет интерес привести примеры неограничен­
ных, но замкнутых операторов.

1. Начнем с наиболее важных для приложений дифферен­
циальных операторов. Рассмотрим оператор A x (t) =  dx( t ) /dt  
в пространстве С [а, Ь], определенный на множестве непрерыв­
но дифференцируемых на отрезке [а, Ь] функций. Неограничен­
ность этого оператора мы доказывали. Покажем, что оператор 
А  замкнут. По определению замкнутости надо проверить

Ѵ{жга} С D(A)  хп ------ > х & Ахп ------ > у  =>
п —у со п —уоо

=> ж е D(A)  к, Ах =  х' =  у.

Сходимость в С[а, Ъ\ равномерная. По известным из анали­
за теоремам вы знаете, что из равномерной сходимости по­
следовательности самих функций и их производных следует,



что производная от предела равна пределу производных, т. е. 
Ах =  х' =  у.

2. Рассмотрим еще пример, где для доказательства замкну­
тости используется тот факт, что прямой и обратный операто­
ры являются замкнутыми одновременно. В гильбертовом про­
странстве І2 зададим линейный оператор следующими форму­
лами:

Если X € І2, то X =  Y^kLlXk ek, ГД© ряд Y lk Ll \х к\2 =  I N I 2 
сходится. Тогда формально

Этот ряд может не сходиться. Он сходится, если и только если

Возможны два случая:

• {l^fc|} ограничена.
Тогда, как нетрудно проверить, оператор А  ограничен и, 
следовательно, замкнут;

• {|Afc|} не ограничена.
В этом случае оператор А  не ограничен, так как 
| | Л е * | |  =  |Afc|  —> оо при к —> оо, хотя Це^Ц = 1 .

Если при том условии, что {|Afc|} не ограничена, выполня­
ется условие inf д. |Afc| =: с а > 0 , можно построить обратный 
оператор:

А  А̂ вД;.

к= 1

і і ^ і і 2 =  iAfci2 \Хк\2 <  °°-
к= 1



Этот оператор является ограниченным, следовательно, зам­
кнутым. Следовательно, замкнутым является исходный опера­
тор.

Если условие inffc |Л |̂ =: са >  0 не выполняется, то опера­
тор можно разложить в сумму двух операторов, один из кото­
рых ограничен, а к другому можно построить ограниченный 
обратный, следовательно, он замкнут. Каким образом, можно 
построить такое разложение? Тогда исходный оператор, как 
сумма ограниченного и замкнутого, является замкнутым.

2 .1 0 . Т р ети й  п ри н ц и п  л и н ей н ого  а н а л и за  — 
п ри н ц и п  о б р ати м ости

После изучения замкнутых операторов переходим к дока­
зательству третьего принципа линейного анализа — принципа 
обратимости для замкнутых операторов. Начнем с доказатель­
ства эквивалентного принципу обратимости утверждения.

Теорема 2.13 (Банаха о замкнутом операторе).
Пусть А  — замкнутый линейный оператор, определенный на 
всем пространстве X  со значениями в банаховом пространстве 
Y . Тогда оператор А  ограничен.

Как и предыдущие два принципа линейного анализа, дока­
зательство теоремы разбивается на две части: собственно до­
казательству теоремы предшествует

У тверж дение 2.15. Пусть А  — замкнутый линейный опе­
ратор, определенный на всем пространстве X  и со значениями 
в банаховом пространстве Y . Пусть существует плотное в X  
подмножество М  и константа с > 0 такая, что

Ух € М , \\Ах\\ <  с\\х\\.

Тогда оператор А  ограничен.



Доказательство. Множество М  здесь не является линей­
ным многообразием, поэтому нельзя использовать продолже­
ние по непрерывности и приходится строить линейную комби­
нацию элементов из М , приближающих произвольный элемент 
Хо £ X . Возьмем элемент xq и  покажем, что найдется х \ £ М  
такой, что

Ы  <  І Ы І ,  | | ж і  —  Ж о | |  <  ^ Ц ж і Ц .

Действительно, в силу плотности М  в X , для хе =  (1 — £ ) x q , 

е £ (0,1), найдется элемент х \ £ М  такой, что

||жі Хо II <  в||ж0 ||.

Оказывается, е можно подобрать так, чтобы удовлетворял тре­
буемой оценке:

ЦжіІІ <  ||жі же II +  ||ж£ ||е||ж0 || +  (1 -£ ) | |ж 0 || =  ||ж0 ||,

||жі — ж0 II <  ||жі х£II +  ||ж£ — ж0 II <  ег||ж0 II + е||ж 0 || =  2е||ж0 1|-

Возьмем е =  1/4 и получим требуемое неравенство. Точно так 
же можно показать (проверьте!), что для элемента ||жі — Жо|| 

найдется Ж2 £ М  такой, что

| |ж0 — ж і  — ж 2 И <  ~  11ж 0 — ж і  И <  ~ 2  11ж 0 II)

ІІЖ2ІІ <  ||жо —  Ж і|| <  ^ Ц ж о Ц .

Повторяя эти рассуждения, можно показать, что найдутся 
Ж і, Ж2, ■ ■ ■ ,х п такие, что



Отсюда следует, что
П

х0 =  lim sn, где sn =  х к.п—>оо '
к= 1

Далее, так как

\ \АхкII < с\\хкII < ^ z i\\x o \\ ,

то ряд Y^k=i А х к сходится абсолютно. Пусть у — его сумма. 
Поскольку при п —> оо

A s n ^ y ,  sn ^ r x  о,

то вследствие замкнутости оператора А

ОО

А х  о =  ^  А х к. 
к= 1

Тогда имеем оценку
ОО ОО

II х к \\ < 2 с Ы | .
fc=i fc=i

Вследствие произвольности xq доказана ограниченность опе­
ратора A. U

Доказательство теоремы Банаха. Для каждого нату­
рального п рассмотрим множество

Х п =  { х е Х :  \\Ах\\ <  п ||ж|| }.

Поскольку оператор А  определен на всем пространстве X  и, 
следовательно, каждый х попадет в какой-то из Х п, имеем

ОО

x = \ J x n.
п =  1



По теореме Бэра полное пространство X  является множеством 
второй категории и, следовательно, не может быть представле­
но как счетное объединение нигде не плотных множеств. Тогда 
существует номер п о  такой, что Х по  является плотным в неко­
тором шаре S  С X .

Следовательно, имеем

5 П Хгао =  S.  (23)

Пусть далее Жо €  S  П  Х По, a S o  —  шар с центром х о  столь 
малого радиуса Го,  что S o  € S . Тогда

So П Хгао =  .

Возьмем теперь элемент щ  € X  с нормой \ \ ѵ , о \ \  = го и элемент 
У о  =  Х о  +  u q . Имеем у0 €  So, так как ||у0 -  ж0|| =  ||«о|| =  ^о- 

Вследствие равенства (23) найдется последовательность

{ У п }  €  S o  П  Х По : у п  )■ у о  =  Хо  +  U q .
П —¥  ОО

Вспоминаем определение Х п  и, пользуясь тем, что 
Уп  € Х п о , хпо € Х п о , получаем оценки:

\\Аип \\ =  \\А(уп - х 0)\\ <  \\Ауп \\ +  \\АхП0\\ <

<  П 0 (\\Уп\\  +  Ц Ж п о І І )  =  П 0 {\\и п  +  Ж 0 || +  Ц Ж О І І )  <

< П0(\\ип \\ +  2||ж0 II) <  по(го  +  2||жо||).

Далее, так как
1М | =  IIУп — ж0И Го, 

то найдется номер N  такой, что при всех п >  N  выполняется 
неравенство

и и 1 2 и и\\Un\\ >  - Г о  или 1 <  — \\ип .
2 Го

Отсюда и из полученной цепочки оценок при п >  N  приходим 
к оценке

\\Аип \\ <  —  \\ип \\(г0 +  2||ж0 II). 
г о



Отсюда при всех п >  N  имеем ип € Х П1, где гі\ =  2по +  4raoJj^°ll. 
При п —> оо получаем ип —> v,q, где v,q — любой элемент с 
нормой И но И =  tq. Но из определения Х П1 следует, что вместе 
с элементом х, принадлежащим Х П1, элемент Хх с любым Л 
тоже принадлежит Х П1.

Таким образом, Х П1 плотно в X  и так как на Х П1

ІІ^ІІ <  Пі ||ж||,

то по утверждению 2.15 оператор ограничен и, следовательно, 
теорема о замкнутом графике доказана. ■

Следствие 1 (теорема Банаха об обратном операто­
ре). Пусть X,  Y  — банаховы пространства. Если А  — линей­
ный замкнутый оператор, взаимно-однозначно отображающий 
D(A)  с  X  на все пространство Y,  то обратный оператор огра- 
ничѳн.

Следствие 2 (теорема об эквивалентных нормах).
Пусть на линейном многообразии Е  заданы две нормы || • ||і 
и II • j12 , по отношению к которым пространства Е \ =  (Е,  || • ||і) 
и і ?2 =  (Е,  II • Ц2 ) являются банаховыми. Если одна из этих норм 
подчинена другой, то эти нормы эквивалентны.

Упражнение 2.35. Докажите следствие 2.
Указание. Рассмотрите оператор Іх =  х : Е\ —> Е2 или оператор 

Іх =  х : Е2 —> Еі в зависимости от связи между нормами.

Пусть X , Y , как и выше, — банаховы пространства и А  — 
линейный замкнутый оператор с плотной областью определе­
ния D(A).  Введем на D(A)  новую норму, называемую нормой 
графика:

ІМЦ :=  ІМІх +  ЦЛжЦу.

Линейное многообразие D(A)  в новой норме становится нор­
мированным пространством, обозначим его Хд:  если последо­
вательность {хп} фундаментальна в Ха,  т о  она сходится. По­
чему?  Следовательно, Х а  — банахово пространство.



Следствие 3. X,  Y  — банаховы пространства и А  — ли­
нейный замкнутый оператор с плотной областью определения 
D(A)  С X .  Тогда оператор А : Х а  —> Y  ограничен.

Доказательство. Рассматривая А  как оператор, действу­
ющий из банахова пространства Х а  в Y,  имеем

\\Ах\\у <  ||ж||х +  \ \ A x \ \ y  =  INU-

Следовательно, оператор А : Х а —>■ Y  ограничен. ■

Теорему Банаха об обратном операторе можно доказать 
независимо от теоремы о замкнутом графике. Доказательство 
похоже на доказательство теоремы о замкнутом графике, тоже 
состоит из двух соответствующих частей [3].

Теперь покажем, что имея теорему Банаха об обратном опе­
раторе, мы получаем теорему Банаха о замкнутом графике. Из 
этого утверждения и следствия 1 получаем доказательство эк­
вивалентности теорем об обратном операторе и о замкнутом 
графике.

Пусть А : X  —> Y  — замкнутый оператор, определенный на 
всем банаховом пространстве X .  Тогда оператор

Рах  =  ж : Х а —> X

ограничен по следствию 3. Применяя теорему Банаха об об­
ратном операторе к оператору Ра , получаем ограниченность 
оператора

А : X  —>• Y  : ||ж|| +  \\Ах\\ < СЦжЦ, 

следовательно, теорему о замкнутом графике.

2 .1 1 . К о м п ак тн ы е м н о ж е ст в а  и 
к ом п ак тн ы е оп ер атор ы

В предыдущих параграфах мы изучили спектральные свой­
ства операторов, свойства некоторых специальных обратных 
операторов и других аналитических (в области) функций от



операторов, связанных с решением операторных уравнений. 
Доказали теорему Банаха о замкнутом графике и эквивалент­
ную ей теорему об обратном операторе.

Прежде чем переходить к обсуждению компактных опера­
торов (операторы А, переводящие ограниченные множества в 
компактные), важной для решения операторных уравнений ви­
да (I — А )х =  у  и Ах =  у, вспомним уже изученные мето­
ды решения операторных уравнений достаточно общего вида: 
В х  =  у.

В первой главе пособия мы изучили принцип сжимающих 
отображений и основанный на нем метод последовательных 
приближений для решения уравнений вида В х =  х со сжимаю­
щими (как исключение для курса, необязательно линейными) 
операторами В.

Кроме того, мы показали, что к решению линейных опера­
торных уравнений В х =  у  в гильбертовых пространствах мож­
но применять метод разложения в ряды Фурье. Ряды Фурье — 
широко применяемая техника для решения многих конкретных 
прикладных задач. Особенно эта техника полезна при решении 
уравнений В х  =  у  и (Л — В )х  =  у, если линейный оператор 
В  имеет ортогональный базис {ек}, состоящий из собственных 
векторов: В е к =  Акек. По этой системе и составляются ряды 
Фурье для элемента у, определяемого исходными данными, и 
неизвестного элемента х. Таким ортогональным базисом обла­
дают вполне непрерывные (линейные компактные) самосопря- 
женнные операторы, к изучению которых мы переходим.

Чтобы изучать компактные операторы, вспомним извест­
ные свойства компактных множеств и рассмотрим некоторые 
новые свойства, в частности, критерии компактности множеств 
в нормированных пространствах.

Известная теорема Больцано — Вейерштрасса гласит: из 
любой ограниченной последовательности действительных чи­
сел можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Эта 
теорема легко переносится и на конечномерные пространства, 
но в бесконечномерных пространствах она в общем случае не



верна. Действительно, возьмем в гильбертовом пространстве 12 
ортонормальный базис из векторов {е^} с единичной к-т коор­
динатой и нулевыми остальными координатами. Эта последо­
вательность ограничена: ||е^|| =  1 , но из нее нельзя выделить 
сходящуюся подпоследовательность, так как расстояние меж­
ду разными efc равно \/2.

Чтобы выделить случаи в бесконечномерных простран­
ствах, когда этот важный результат все-таки имеет место, да­
дим (или напомним) следующие определения.

О пределение 2.18. Множество Q банахова пространства 
X  называется бикомпактным (бикомпактом), если из любой 
его последовательности можно выделить сходящуюся подпо­
следовательность, предел которой принадлежит Q. Множество 
Q банахова пространства X  называется компактным (компак­
том), если из любой его последовательности можно выделить 
фундаментальную подпоследовательность (которая необяза­
тельно сходится к элементу из Q).

Замечание. В некоторых учебниках такую пару называ­
ют, соответственно, компактом и предкомпактом. Мы будем 
использовать терминологию, указанную в определении.

Из определения 2.18 и теоремы Больцано — Вейерштрасса 
следует, что в конечномерном пространстве любое ограничен­
ное множество является компактом, а любое замкнутое ограни­
ченное множество является бикомпактом. В бесконечномерных 
пространствах имеет место следующий результат.

У тверж дение 2.16. Всякий бикомпакт Q является огра­
ниченным и замкнутым.

Доказательство. Для начала установим ограниченность 
методом от противного. Предположим, что множество Q не яв­
ляется ограниченным. Зафиксируем элемент жо € X . Тогда для 
любого натурального числа п найдется элемент хп € Q такой, 
что справедливо неравенство ||жо — хп \\ > п. Из бикомпактно­
сти множества Q следует существование подпоследовательно­



сти {хПк}, сходящейся к некоторому элементу у € Q.  Из этого 
следует, что

||ж0 -  у\\ =  lim ||ж0 -  хПк II > І і т  пк =  +оо.
к^-о о  к^-оо

Полученное противоречие означает, что предположение ложно, 
т. е. множество Q является ограниченным.

Докажем замкнутость множества Q. Рассмотрим произ­
вольную последовательность {жга} С Q,  сходящуюся к элемен­
ту z  € X .  Из бикомпактности множества Q следует существо­
вание подпоследовательности {хПк}, сходящейся к некоторому 
элементу у  € Q. Поскольку подпоследовательность сходящейся 
последовательности сходится к тому же пределу, то z =  у € Q. 
Следовательно, множество Q замкнуто. I

Следующий факт, являясь аналогом хорошо известных из 
матанализа теорем о поведении непрерывных функций на от­
резке на случай непрерывных функционалов на бикомпактах, 
говорит о важности изучения таких множеств.

У тверж дение 2.17. Пусть /  =  /(ж) — вещественный 
непрерывный функционал на бикомпакте Q.  Тогда /  ограничен 
на Q и достигает своих верхней и нижней границ.

Доказательство полностью аналогично доказательству 
соответствующих теорем для непрерывных функций на отрез­
ке. Проведем его для случая ограниченности сверху.

Покажем, что /  =  /(ж) ограничен сверху, т. е. существует 
такая с € М,  что /(ж) < с. От противного: найдется элемент 
Жі € Q такой, что / ( Х\) >  1 , затем найдется элемент Ж2 € Q 
такой, что / ( Ж2) > 2 и т. д. В итоге получим в Q последова­
тельность {жп}  со свойством / ( хп) >  п. В силу бикомпактности 
множества Q для последовательности {жга} найдется сходяща­
яся подпоследовательность {хПк}: хПк —> ж € Q. Отсюда, в 
силу непрерывности функционала следует, что / ( хПк) —>■ /(ж), 
значит, подпоследовательность { /(хПк)} ограничена. С другой 
стороны, / (%пк) > пкі т - е - f ( xnk) О О ,  И МЫ П рИ Ш Л И  К  П р О Т И ­

воречию. I



На основе этого предложения приведем пример ограни­
ченного замкнутого, но не бикомпактного в бесконечномерном 
пространстве X  множества. Пусть X  =  С[ 0 ,1]. Рассмотрим в 
пространстве С [0 , 1] множество

М  =  { x( t ) € С[0,1] : ж(0) =  0, ж(1) =  1, ||ж|| < 1}.

Это множество является ограниченным и замкнутым в про­
странстве С[ 0 ,1]. Рассмотрим на М  функционал /(ж) = 
=  /о x 2(t)dt.

Упражнение 2.36. Докажите, что функционал /  непреры­
вен.

Покажем, что функционал /  не достигает на М  точной 
нижней грани и, следовательно, по утверждению 2.17, множе­
ство М  не является бикомпактом. Для этого возьмем последо­
вательность жn(t) =  tn € М, тогда

f 1 1 

^  I  * ^  5 Г Й '

следовательно, inf /(ж) =  0. Если допустить, что нижняя
х £ М  '

грань достигается на элементе жо =  жо(і), то XQ(t)dt =  0 => 
=> жо(і) =  0 на [0,1]. Но тогда жо(1) /  1 и, следовательно, 
ж0 ^  М.

Введем геометрически наглядное, важное для исследования 
компактных множеств понятие е-сети.

О пределение 2.19. Пусть е >  0. Множество М е в норми­
рованном пространстве X  называется е-сетью множества М, 
если для любой точки ж € М  найдется точка ж € М е такая, 
что ||ж — жII < е.

Вопрос. Как геометрически можно интерпретировать поня­
тие е-сети?

С помощью понятия е-сети формулируется следующий кри­
терий компактности.



Теорема 2.14 (Х аусдорф а). Множество М  в банаховом 
пространстве X  является компактным тогда и только тогда, 
когда для любого е >  0 в X  существует конечная е-сеть.

Эту теорему примем без доказательства, которое можно 
найти в [2 , 3].

Теорема Хаусдорфа редко используется для проверки, яв­
ляется ли конкретное множество в некотором пространстве 
компактным, но, как мы увидим ниже, она оказывается полез­
ной для получения критериев компактности множеств в кон­
кретных пространствах, в частности, при доказательстве зна­
менитого критерия компактности в С[а,Ь\ — теоремы Арцела.

С ледствие 1. Замкнутое множество М  в банаховом про­
странстве X  является бикомпактным тогда и только тогда, ко­
гда для любого е > 0 для М  существует конечная е-сеть.

Следствие 2. Пусть X  — банахово пространство. Если для 
любого е > 0 для множества М  С X  существует компактная 
е-сеть, то М  компактно.

Доказательство проводится методом «последовательных 
приближений множеств». Пусть М е — компактная е-сеть для 
М.  По теореме Хаусдорфа для компактного множества М е су­
ществует конечная е-сеть М'е. Тогда М'е является конечной 2е- 
сетью для М:

\\х—х"\\ < \\х—ж'Ц +  Цж'—х"\\, где ж £ М, ж' £ М £, х" € М'£. U

С ледствие 3. Всякое компактное множество в ЛНП огра­
ничено.

Доказательство. Пусть М  компактно. Построим для М  
конечную 1-сеть: {жі,. . .  , хп}. Тогда для любого ж € М  суще­
ствует элемент жі и з  1-сети такой, что \\х—Хі\\ < 1 , и  д л я  любого 
ж € М  получаем оценку:

||ж|| <  ||ж -  жі|| +  Цж іЦ <  1 +  Цж і Ц <  1 +  m a x  Цж̂ Ц,
1 <І<П

т. е. М  ограничено. I



О пределение 2.20. Неограниченное множество М  в ЛНП 
X ,  в частности само X ,  является локально компактным (ло­
кально бикомпактным), если пересечение М  с любым замкну­
тым шаром в X  компактно (бикомпактно).

Теорема 2.15 (Рисса). Для того, чтобы нормированное 
пространство X  было локально компактным, необходимо и до­
статочно, чтобы оно было конечномерным.

Доказательство
Ф= Пусть X  конечномерно. Возьмем в X  произвольный 

замкнутый шар S. Тогда множество S  ограничено и по теоре­
ме Больцано — Вейерштрасса любая последовательность из S  
содержит сходящуюся подпоследовательность. Следовательно, 
X  локально компактно.

=> Пусть X  локально компактно, т. е. любой замкнутый 
шар S a в X  компактен. Чтобы доказать, что X  конечномерное 
пространство, предположим противное, т. е. что X  бесконеч­
номерно. Возьмем х \ € X  с ||жі|| =  1, положим z =  а +  гх \  
и рассмотрим множество М \ элементов вида \ х \  — линейную 
оболочку элемента Х \.  Очевидно, множество М \ является зам­
кнутым линейным многообразием. Тогда по лемме Рисса о по­
чти перпендикуляре существует ж 2 такой, что

||ж2|| =  1 , р(ж2 ,М і) > ^ => ||ж2 - ж і | | > ^  =>
Т

=> II22 -  2і || =  г||ж2 -  Жі II >

где 2:1(2) =  а +  тхц2) — это точки, лежащие на границе шара с 
центром в точке а радиуса г.

Продолжая этот процесс, построим х \, х 2, Жз,. . . ,  хп, соот­
ветствующие Z\, Z2, Zs, . . . ,  zn и соответствующие М п — (зам­
кнутые) линейные оболочки элементов жі, Жг, Жз,. . . ,  хп . Тогда 
найдется элемент жп-|_і такой, что Цж̂  — жп-|_і|| > \  Для лю~ 
бого Xk € Мп, и соответствующий элемент такой, что
\\zn+i — Zk\\ > § для к <  п +  1. Из последовательности {zk},



точек, лежащих на сфере с центром а радиуса г, нельзя выде­
лить фундаментальную подпоследовательность. Следователь­
но, пространство X  не является локально компактным. ■

Прежде чем формулировать теорему Арцела о компактно­
сти множеств в пространстве С  [а, Ь], дадим определение рав­
ностепенной непрерывности множества непрерывных функ­
ций, естественным образом обобщающее понятие равномерной 
непрерывности отдельной непрерывной функции.

О пределение 2.21. Семейство М  непрерывных функций 
на отрезке [а, Ъ\ называется равностепенно непрерывным, если 
для любого е > 0 существует 5 >  0 такое, что для любых 
іі, І2 € [а, b], удовлетворяющих условию | і і— іг| < S, для любой 
функции х € М  имеет место оценка

\x(t\) -  ж(і2)I < £■

Теорема 2.16 (А рцела). Для того, чтобы множество 
М  С  С[а,Ь\ было компактным, необходимо и достаточно, что­
бы множество М  было

1 ) равномерно ограниченным, т. е.

Зс >  0 : Ѵж € М  => \\х\\ <  с;

2 ) равностепенно непрерывным.
Доказательство
=> Пусть М  — компактное множество. Тогда множество М  

в силу бикомпактности является ограниченным, и в силу вло­
жения М с М  множество М  также ограничено. Докажем, что 
М  является равностепенно непрерывным. Выберем произволь­
ное £ >  0 и построим конечную е/3-сеть Ме/ 3 =  {ук}к=\ С 
С[а, Ъ\ для множества М.  По теореме Кантора каждая функция 
ук € М £/з является равномерно непрерывной на [а, Ь], т. е. для 
каждого к € 1 , , п  существует 5к >  0 такое, что для любых 
точек і і , І 2 € [a,b\, удовлетворяющих условию |£і — іг| < 5k,



справедливо неравенство \yk(ti) — yk(t2)\ <  £/3. Определим ве­
личину 5 =  min 5к■ Тогда из неравенства Ііі — t 2\ < 5 следует,

" 1 <к<п "
Ч ТО £

\yk(ti) -  yk(t2)\ <  -  V k e l , . . . , n .

Далее, для произвольного элемента х € М  по определению 
е/3-сети найдется элемент ук0 € Ме/ 3 такой, что

£
max \x(t) -  уko(t)\ < - .
t€[a,b] 6

В силу полученных оценок и неравнства треугольника заклю­
чаем, что для произвольного элемента х € М  и любых точек 
t \ , t 2 € [a,b\, удовлетворяющих условию |іі — t 2\ < 5 ,  справед­
ливо соотношение

\x(h)  -  x( t2)I < \x(t\) -  yko(ti)\ +  \yko(ti) -  yk0(t2)\ +  

+  \yk0(t2) ~ x ( t 2)\ <  e.

Таким образом, множество M  является равностепенно непре­
рывным.

Ф= Пусть множество М  является равномерно ограниченным 
и равностепенно непрерывным. Рассмотрим произвольную по­
следовательность {хп }^=1 С М  и покажем, что из нее можно 
выбрать фундаментальную подпоследовательность. Возьмем 
е > 0 и по определению равностепенной непрерывности мно­
жества М  найдем 5(e) > 0  так, чтобы для любого номера п и 
для любых двух точек t \ ,  t 2 € [а, Ъ] из неравенства \ t \—t 2\ <  5(e) 
следовало неравенство

\xn(ti) ~ x n(t2)\ <  | .  (24)

Поскольку отрезок [а, Ъ\ является компактным множеством, то 
по теореме Хаѵсдорфа существует конечная 5(е)-сеть — набор 
точек Pg =  С [а, Ъ\ таких, что любая точка этого отрез­
ка удалена от одной из точек множества Р$ на расстояние, не 
превышающее 5(e).



Далее, рассмотрим числовую поледовательность 
{xn(t i ) }^= i- В силу равномерной ограниченности множе­
ства М  данная числовая последовательность также является 
ограниченной. Тогда по теореме Больцано — Вейерштрасса 
из этой последовательности можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность { xn/ ( t i ) } ^ =1. После этого перейдем 
к последовательности функций {жга/}^?=1 и рассмотрим эту 
последовательность в точке І2 - Получим вновь ограничен­
ную числовую последовательность {жга/(І2)}ѵ=і, из которой 
выделим сходящуюся подпоследовательность {xn//(t2) } =і - 
В результате проведенных в каждой точке конечного набора 
Ps построений получим подпоследовательность функций 
{хПк}^= 1, сходящуюся в каждой точке 5(е)-сети, т. е.

Ш € Ps 3N(e)  У к >  N(e)  => \xnk+p(t) -  xnk(t)\ <  (25)

Для произвольной точки t  € [а, Ь] найдем точку ti0 € Ps такую, 
что 11 — U01 < 5(e). Тогда в силу соотношений (24) и (25) для 
любого номера к >  N(e)  получаем неравенство

\xnk+p(t) -  xnk(t)\ <  \xnk+v(t) -  xnk+v(tio)\ +

+  \Х Пк+р{^іо) ~  x n k ( t i 0 )\~\~

+  \Xnk (U 0) ~ X nk(t)\ <  £.

В силу произвольности точки t € [a, b] из этого неравенства 
следует, что для любого номера к >  N(e)  справедливо нера­
венство ||жПі;+ — хПк\\ <  е, т. е. последовательность является 
фундаментальной. В силу полноты пространства С[а, Ъ\ отсю­
да следует, что множество М  является компактным. ■

В силу полноты пространства С  [а, Ъ\ доказательство доста­
точности в этой теореме можно провести с помощью теоре­
мы Хаѵсдорфа, т. е. для любого е > 0 построить конечную 
е-сеть для множества М  с помощью приближения равносте­
пенно непрерывных на отрезке [а, Ь] функций ступенчатыми 
(см., например, [3]).



Доказательство для более общего случая множества М  из 
полного нормированного пространства X  =  С  (О,) — функций, 
непрерывных на бикомпакте Q, можно посмотреть в [2].

В качестве примера, иллюстрирующего применение тео­
ремы (критерия) Арцела, докажем, что в пространстве С[0, 2 ] 
множество М  непрерывно дифференцируемых на отрезке [0, 2] 
функций х, удовлетворяющих условию

является компактным. Поскольку любая функция х € М
является непрерывной на отрезке [0 , 2 ], то существует точка
to € [0,2] такая, что |ж(іо)| =  пііп |ж(і)|. Тогда по формуле

*€[0,2] ‘
Ньютона — Лейбница в любой точке t € [0, 2] получаем оценку

Далее, с помощью неравенства Гельдера оценим каждый инте­
грал правой части:

Зс > 0 : / 2 (\x(t)\m +  \x \t ) \n) dt <  с, т, п >  1 ,



С учетом этих оценок в любой точке t  € [0, 2 ] имеем

x(t)  I < 2  т (I
■2

а
2 П

x'(s)\nds ) <

< m + 2 п

В силу произвольности функции х € М  это означает, что мно­
жество М  является равномерно ограниченным. Далее, выберем 
t \ , t 2 € [0,2] так, чтобы t \  <  t 2. Равностепенная непрерывность 
множества М  следует из оценок:

Таким образом, по теореме Арцела заключаем, что множество 
М  является компактным.

Упражнение 2.37. Докажите, что множество всех ограни­
ченных на [а, Ъ\ функций, удовлетворяющих условию Липшица с 
одной и той же константой, в частности, имеющих ограничен­
ную производную, образует компактное множество в простран­
стве С[а, Ъ\.

2 .1 2 . В п о л н е  н еп р ер ы в н ы е оп ер атор ы

О пределение 2.22. Оператор А : X  —> Y  называется ком­
пактным, если он любое ограниченное множество переводит в 
компактное.

\x(ti) - x ( t 2)I =

<

<

f 2 \  n n_1 n_1
\x'(s)\nd s )  (t2 - t i ) ~  <  r<fc(t2 -  t i ) ~ .



О пределение 2.23. Линейный компактный оператор 
А : X  —> Y  называется вполне непрерывным (иногда, вполне 
ограниченным). Множество всех вполне непрерывных опера­
торов А : X  —>• Y  обозначают а(Х,  Y).

Упражнение 2.38. Докажите, что линейный оператор явля­
ется вполне непрерывным, если и только если он переводит еди­
ничный шар в компактное множество.

Название для линейных операторов «вполне непрерывный 
оператор» сразу наводит на мысль сравнить вполне непрерыв­
ные операторы с (линейными) непрерывными.

Линейные непрерывные операторы, как вы знаете, совпада­
ют с линейными ограниченными операторами. Ограниченные 
операторы — это операторы, которые переводят ограниченные 
множества в ограниченные. Отсюда следует связь: множество 
вполне непрерывных операторов является подмножеством ли­
нейных ограниченных операторов и, следовательно, подмноже­
ством линейных непрерывных операторов: a ( X , Y )  С L ( X , Y ) .  
Более того, оно является замкнутым линейным многообразием, 
т. е. подпространством.

Теорема 2.17. Множество a ( X , Y )  является подпростран­
ством в L(X,  Y) .

Доказательство. По определению, подпространство — это 
замкнутое линейное многообразие. Поэтому начинаем с доказа­
тельства того, что <т(Х, Y ) — линейное многообразие. Покажем, 
что если А і , А 2 € а(Х,  Y) ,  то и А := а А\  +  (ЗА2 € а(Х,  Y) .

Пусть S  — единичный шар в X  и A S  — образ этого ша­
ра в пространстве X .  Покажем, что из любой последователь­
ности уп =  а А \х п +  (ЗА2Хп € -А5 можно извлечь фунда­
ментальную подпоследовательность уПр € A S. Действитель­
но, в силу вполне непрерывности А \ можно сначала извлечь 
фундаментальную подпоследовательность из а А \ х Пк, а по­
том, в силу вполне непрерывности А 2, из /ЗА2ХПк извлечь 
фундаментальную подпоследовательность. В результате полу­



чится требуемая фундаментальная подпоследовательность для 
уп =  аАіХп  +  /ЗА2хп.

Теперь покажем, что a ( X , Y ) — замкнутое многообразие в 
L ( X , Y ) .  Пусть Ап € a ( X , Y )  и Ап —> А  в L ( X , Y ) .  Докажем, 
что предельный оператор А  € a ( X , Y ) .  Пусть S  — единич­
ный шар в X ,  тогда AnS  компактно при каждом п. Положим 
е =  \\Ап—Л||, тогда для х £ S  имеем \\Апх —Ах\\ <  \\Ап —Л|| < е. 
Это означает, что Апх является компактной е-сетью для Ах. 
По следствию из теоремы Хаѵсдорфа получаем, что Ах — ком­
пактное множество. Таким образом, оператор А  переводит еди­
ничный шар в компактное множество, следовательно, А  вполне 
непрерывен. ■

С ледствие 1. Если X  или Y  конечномерно, то a ( X , Y )  =  
= L(X,  Y).

С ледствие 2. Любой линейный функционал /  € X* 
вполне непрерывен.

С ледствие 3. Если \\Ап — АЦ —> 0 в пространстве L(X,  Y),  
где Ап — вполне непрерывные или конечномерные (переводя­
щие ограниченные множества в конечномерные) операторы, то
А е  <т(х, Y).

Упражнение 2.39. Докажите следствия.

Следующая теорема оказывается чрезвычайно важной при 
исследовании обратного оператора к вполне непрерывному.

Теорема 2.18. Пусть X , Y, Z  — линейные нормирован­
ные пространства, А  € L ( X , Y ) ,  В  € L(Y,Z) .  Если хотя бы 
один из операторов А, В  является вполне непрерывным, то 
А В  <е <г(Х, Z).

Д оказательство. Пусть S  — единичный шар в X .  Если 
оператор А  вполне непрерывен, то множество A S  компактно, 
но тогда и В  A S  компактно, так как ограниченный оператор В  
переводит компактное множество в компактное. Следователь­
но, оператор В  А  вполне непрерывен.



Если В  вполне непрерывен и А  ограничен, то множество 
A S  ограничено, следовательно, В  A S  компактно, т. е. опять В А 
вполне непрерывен. ■

Следствие. Пусть X  — бесконечномерное линейное нор­
мированное пространство, Y  — линейное нормированное про­
странство и А  е a ( X , Y ) .  Тогда, если на R(A)  существует об­
ратный оператор А -1 , то он является неограниченным на R(A).

Упражнение 2.40. Докажите следствие.

П рим еры  вполне непрерывных операторов.
1. Рассмотрим интегральный оператор К  : С[а, Ъ\ —> С[а,Ь\

K x ( t ) = f K( t ,  s)x(s)ds,  t € [a,b\,
J a

с ядром K ( t , s ) — непрерывной функцией двух переменных в 
квадрате [а, Ъ\ х [а, Ь]. Линейность оператора очевидна. Чтобы 
доказать вполне непрерывность оператора К ,  возьмем в С[а, Ъ\ 
единичную сферу S  и проверим, что ее образ является ком­
пактным множеством.

Для проверки компактности множества K S  воспользуем­
ся теоремой Арцела: проверим, что функции из K S  образу­
ют ограниченное и равностепенно непрерывное семейство. Для 
х К S  имеем

\\Кх\\ =  max
t€[a,b\

K( t ,  s)x(s)ds <  max [  \K(t ,  s)\\x(s)\ds <  
t€[a,b] Ja

<  (b — a ) M  max \x(t)\ =  (b — а)М||ж|| <
t&[a,b\

< ( b  — a)M,  M  := max \K(t , s) \ .
( t , s ) € [ a , b ]  X  [a,b\

Таким образом, множество K S  ограничено. Теперь проверим, 
что функции из K S  образуют равностепенно непрерывное се-



мейство. Имеем

< /  \ K( t i , s )  — K ( t 2,s)\ \x(s)\ds
J а

Из равномерной непрерывности функции K ( t , s ) на множестве 
[а, Ъ] х [а, Ъ\ следует, что для любого е > 0 существует та­
кое 5 =  5(e) >  0, что для любых t \  и І2 € [a,b\ и любого 
s € [а, Ь\, как только имеем |іі — іг| < S, так сразу же 
\K( t \ ,  s) — K ( t 2, s)\ <  e. Отсюда следует равностепенная непре­
рывность образов единичного шара.

2. Доказательство вполне непрерывности интегрального 
оператора К  : Ь2[а, Ъ] —> Ь2[а,Ь] с ядром, называемым ядром 
Гильберта — Шмидта: K( t ,  s) € L 2([a, b] x [a, b\), можно найти в
[2 ]-В доказательстве сначала используется теорема Арцела для 
случая непрерывного ядра, а затем ядро из К  € £ 2 ([а, Ь] х [а, &]) 
приближается непрерывными ядрами.

3. Рассмотрим в І2 матричный оператор А {х {\ =  {ук},  
гДе У к =  S t i  акіх і и матрица удовлетворяет условию

\aki\2 <  00. Операторы такого типа называют мат­
ричными операторами Гильберта — Шмидта. Линейность опе­
ратора А  очевидна. Докажем ограниченность оператора А. По 
неравенству Коши — Бѵняковского имеем

жем вполне непрерывность оператора А, пользуясь доказан­
ным свойством замкнутости множества вполне непрерывных

і і ы і і 2  =  22 i y f c i 2  =  Yl 22акіхі -
1=1 к= 1 1=1

Это означает ограниченность оператора А : І2 —> І2- Дока-



операторов в пространстве непрерывных операторов: в данном 
примере (ТІІ2) замкнуто в Lfo) .

Введем последовательность операторов Ап, переводящих 
вектор {х {\ в вектор { у і , у2, ■ ■ ■, У п,  0, 0, . . .  }. Эти линейные 
ограниченные операторы переводят пространство І2 в конеч­
номерное пространство, следовательно, в силу следствия 1 они 
являются вполне непрерывными. Покажем, что оператор А  — 
это предел вполне непрерывных операторов Ап:

следовательно, и А  — вполне непрерывен.

Сформулируем теперь без доказательства теорему о вполне 
непрерывности сопряженного оператора. Формулируется она 
очень просто, чего нельзя сказать о доказательстве, которое 
можно найти в [2 ].

Теорема 2.19 (Ш аудер). Пусть оператор А £ L ( X , Y ) ,  
Где х  — ЛНП, Y  — банахово. Тогда оператор А  вполне непре­
рывен, если и только если А* : Y* —> X*  вполне непрерывен.

2 .1 3 . С п ек тр ал ьн ы е св ой ств а  вп ол н е  
н еп р ер ы в н ы х оп ер атор ов

В этом параграфе мы рассмотрим спектральные свойства 
вполне непрерывных и вполне непрерывных эрмитово самосо­
пряженных операторов. Покажем, что из собственных векто­
ров вполне непрерывного эрмитово самосопряженного опера­
тора (с нулевым ядром) в гильбертовом пространстве можно 
составить ортонормированный базис. Техника разложения в 
ряды Фурье по этому базису является рабочей для решения 
операторных уравнений первого и второго рода.

При изучении спектральных свойств данного класса опера­
торов полезно их сравнивать с аналогичными свойствами дрѵ-

к = п + 1  1=1



гих классов операторов, в частности, операторов, действую­
щих в конечномерных пространствах. Напомним известные из 
курса алгебры факты. Во-первых, в конечномерных простран­
ствах у линейных операторов собственных значений и соб­
ственных векторов не более конечного числа. Во-вторых, соб­
ственные векторы, отвечающие различным собственным зна­
чениям линейного оператора в конечномерном пространстве, 
линейно независимы.

Отметим, что в общем случае в бесконечномерных про­
странствах спектр операторов, даже ограниченных, может 
быть устроен достаточно сложно.

Упражнение 2.41. В пространстве С [0, /] найдите полезные 
для задач математической физики собственные значения и соб­
ственные векторы дифференциального оператора второго порядка 
D2 с различными граничными условиями:

• dom(D2) =  {х : x"(t) £ С\0, /], ж(0) = х(1) =  0},
• dom(D2) =  {х : х"(t) £ С[0, /], ж'(0) = х'{1) = 0}.

Заметим, что сами эти дифференциальные операторы 
вполне непрерывными, конечно, не являются, но обратные к 
ппм — вполне непрерывны и собственные векторы у них об­
щие.

Как следует из свойств вполне непрерывных операторов, 
которые мы рассматривали в предыдущем параграфе, вполне 
непрерывные операторы чем-то близки к конечномерным. Для 
их собственных значений имеют место следующие утвержде­
ния.

У тверж дение 2.18. Если оператор А  вполне непрерывен, 
то его собственное подпространство Х \ ,  отвечающее А ф 0, 
конечномерно.

Д оказательство. Пусть Sq — единичный шар с центром 
в нуле, замкнутый в подпространстве Х \ .  Возьмем произ­
вольную последовательность элементов {хп} из S q . И з  вполне 
непрерывности оператора А  следует, что последовательность 
{ Ахп} компактна, но {хп =  \ А х п}, откуда следует, что и {хп}



компактна. Значит, шар Sq компактен. Отсюда легко видеть, 
что и любой шар компактен. Следовательно, подпространство 
Х \  конечномерно. I

У тверж дение 2.19. Для любого е > 0 вне круга |А| < е 
комплексной плоскости может быть лишь конечное число соб­
ственных значений вполне непрерывного оператора.

Упражнение 2.42. Докажите это утверждение.

В качестве примера рассмотрим, как устроено множество 
собственных значений интегрального оператора А  с непрерыв­
ным ядром К  в пространстве С[а,Ь\:

Было доказано, что такой оператор является вполне непрерыв­
ным. Из утверждения 2.19 следует, что существуют три воз­
можности поведения собственных значений оператора А:

• оператор А  не имеет собственных значений, отличных от 
нуля, т. е. из равенства A x (t) =  Лx(t) при А ф 0 следует, что 
x(t)  =  0 ;

• существует лишь конечное число собственных значений, 
отличных от нуля;

• существует последовательность собственных значений Хп, 
отличных от нуля, при этом \ п —> 0 при п —> оо.

До сих пор мы рассматривали свойства спектра различ­
ных операторов, в частности, вполне непрерывных. Для вполне 
непрерывного эрмитово самосопряженного оператора имеет 
место теорема существования собственных значений:

Теорема 2.20. Пусть А ф 0 — вполне непрерывный эрми­
тово самосопряженный в II оператор. Тогда А  имеет, по край­
ней мере, одно собственное значение, отличное от нуля. Все 
собственные значения расположены на отрезке [т , М ], где

■ь



При этом, если А/ I). го А/ наибольшее собственное значе­
ние, если т ф 0 , то т  — наименьшее собственное значение.

Доказательство этого результата можно посмотреть в [2].

Теорема 2.21. Все собственные значения вполне непре­
рывного эрмитово самосопряженного оператора А  действи­
тельны. Собственные векторы, соответствующие разным соб­
ственным значениям, ортогональны.

Доказательство. Если оператор А ф 0 является вполне 
непрерывным и эрмитово самосопряженным в Н,  то у него 
существует собственное значение X ф 0. Пусть ж — соответ­
ствующий ему собственный вектор: Ах =  \ х .  Покажем, что 
\  — действительное число. В силу самосопряженности имеем 
(.А х , х ) =  (х , А х ). Отсюда

(.А х , х) =  (Аж, ж) =  А(ж, ж) =  (ж, Аж) =  А(ж, ж) => А =  А.

Теперь пусть жі)2 — собственные векторы, отвечающие разным 
собственным значениям Аі;2. Тогда

(Лжі,ж2) =  (жі, А х 2) =  Аі (жі , ж2) = А2(жі , ж2).

Отсюда следует, что (жі,ж2) =  0. ■

Завершаем этот параграф теоремой, подводящей итог свой­
ствам спектра вполне непрерывного эрмитово самосопряжен­
ного оператора и часто используемой при решении оператор­
ных уравнений методом разложения в ряды Фурье.

Теорема 2.22 (Гильберта — Ш м идта). Если А  — 
вполне непрерывный эрмитово самосопряженный оператор в 
Н,  то при любом ж € Н  элемент Ах  разлагается в сходящийся 
ряд Фурье по ортонормальной системе собственных векторов 
оператора А.

Доказательство. Пусть е\ — нормированный собственный 
вектор, отвечающий наибольшему по модулю собственному 
значению Аі. Такое собственное значение в силу теоремы 2.20



существует. Рассмотрим подпространство II \ элементов, орто­
гональных е\. Оператор А  переводит элементы из Н\  в Н\:

(А х , е\) =  (ж, А е\) =  Аі(ж, е\) =  0 .

Следовательно, если ж ортогонален е\, то и Ах  ортогонален е\.
Таким образом, А  можно рассматривать как вполне непре­

рывный эрмитово самосопряженный оператор, действующий в 
Н \. Пусть в2 — нормированный собственный вектор, отвечаю­
щий наибольшему по модулю собственному значению А2 опе­
ратора А  в пространстве Н \ (|Аг| < |Аі|). Продолжая этот про­
цесс, можно построить подпространство Н 2 пространства II \ 
и т. д. Получим последовательность ортонормированны х соб­
ственных векторов ек € Н к_отвечающих последовательности 
собственных значений |Аі| > |А2| > ... > |Afc|,.. .

Есть две возможности: либо этот процесс оборвется, либо 
будет бесконечным. Если оборвется, скажем, на п-м шаге, тогда 
на пространстве Нп будем иметь А =  0. В этом случае для 
любого ж рассмотрим элемент

П

у =  ж -  ^2 (х , ек)ек. 
к= 1

Нетрудно проверить, что (у, ек) =  0 для к =  1 , . . . ,  п. Следова­
тельно, у € Нп. Значит, Ау =  0, т. е.

П

Ах =  х , е к) \ кек, 
к= 1

и для этого случая теорема доказана.
Другая возможность — процесс продолжается неограничен­

но. Значит, мы получим последовательность ек, отвечающих 
собственным значениям |Аі| > |А2| > ... > |Ага| > ...

Далее, известно, что для нормы эрмитово самосопряженно­
го оператора в гильбертовом пространстве имеет место следую­
щее равенство: ЦАЦ = sup \ (Ах,х)\ .  Тогда в силу теоремы 2.20

||ж|| =  1
имеем равенство

\\А\\ь(нп) =  |Ап+і|-



Отсюда получаем оценки:

п  2

А [ х - ^ 2 ( х , е к)ек\ <  |Лга+і |2 
к= 1

= |Ага+і|^

ж -  ^2 (х , ек)ек 
к= 1 

' П
Ы 2 ~ J 2 \ (x,ek)\

к= 1
< IЛп+11 ІІЖ

Поскольку |Лга| —> 0 при п —У оо, то II А[х — Ylk=i(x , efc)efc] || —> О 
при п —>■ оо, т. е.

Ах =  ^2 (х , ек) \ кек.
к= 1

Следствие. Если оператор А  обратим, т. е. осуществляет 
взаимно-однозначное отображение Н  на R(A),  то любой эле­
мент х € Н  разлагается в сходящийся ряд Фурье по ортонор- 
мальной системе {ек} собственных векторов оператора А:

С©
х =  2_^(х,ек)ек. 

к= 1

Д оказательство. По теореме 1.7 пространство Н  предста­
вимо в виде прямой суммы подпространств R(A)  и R(A) :

Н  =  R(A)  ф R(A) .

Используя непрерывность скалярного произведения, получаем 
соотношение R(A)  =  R^A)-1-. В силу определения операто­
ра, сопряженного к оператору А : Н  —>■ Н, следует равенство 
R (A )1- =  N(A*) .  В случае самосопряженного оператора полу­
чаем, что N(A*)  =  N(A) .  В свою очередь, обратимость опера­
тора А  влечет соотношение N( A)  =  {0}. Таким образом, полу­
чаем равенство R( A )-L =  {0} и, следовательно, пространство 
Н  совпадает с подпространством R(A).



Рассмотрим элемент х € Н  \  R(A).  В силу равенства 
Н  =  R(A)  и представления элементов из R(A)  в виде суммы 
ряда по системе {е^} следует, что элемент х с любой точностью 
можно приблизить конечной линейной комбинацией элементов 
системы {е^}. Тогда по теореме 1.8 в силу минимизирующего 
свойства частичных сумм ряда Фурье получаем представление 
элемента х в виде суммы его ряда Фурье. Из этого факта и тео­
ремы Гильберта — Шмидта получаем искомое представление 
произвольного элемента х € Н. U

Заметим, что в общем случае, когда N( A)  ф {0}, базис со­
ставляется из элементов множеств N( A)  и R(A).

Разложением по ортонормальномѵ базису, состоящему из 
собственных векторов вполне непрерывного оператора А, мы 
воспользуемся в следующей главе при исследовании и решении 
операторных уравнений.



Глава 3. Операторные уравнения

После изучения свойств пространств и операторов перехо­
дим к третьей главе нашего пособия — к операторным уравне­
ниям.

Начнем с операторных уравнений второго рода, которые 
при достаточно общих условиях порождают корректные зада­
чи. Теория корректности уравнений второго рода носит назва­
ние теории Фредгольма — основателя теории для интеграль­
ных уравнений второго рода, или теории Рисса — Шаѵдера 
для операторных уравнений. С методами решения оператор­
ных уравнений второго рода, в частности, интегральных урав­
нений Фредгольма и Вольтерра второго рода, мы знакомились 
на протяжении всего курса: метод сжимающих отображений, 
метод разложения в ряды Фурье, решение интегральных урав­
нений с вырожденными ядрами, методы, основанные на по­
строении обратных операторов.

После изучения операторных уравнений второго рода ко­
ротко рассмотрим уравнения первого рода, приводящие к 
некорректным задачам, и простейшие методы их (приближен­
ного) решения — методы регуляризации.

Последние параграфы этой главы будут посвящены 
дифференциально-операторным уравнениям — дифференци­
альным уравнениям с операторными коэффициентами и функ­
циям от операторов, позволяющим строить решение таких 
уравнений и задач Коши для них.

3 .1 . У р ав н ен и я  втор ого  р о д а . Т еор и я  Ф р ед го л ь м а  
(Р и с с а  — Ш а у д ер а )

Общее определение операторных уравнений второго рода — 
это уравнения вида

(I  -  А)х =  у,



где А  — вполне непрерывный оператор, действующий в банахо­
вом пространстве X .  Уравнения первого рода — это уравнения 
вида

Ах =  у,

где А  — вполне непрерывный оператор, действующий в паре 
линейных нормированных пространств X,  Y .

Почему уравнения первого рода порождают некорректные 
задачи, вы уже знаете: оператор, обратный к вполне непрерыв­
ному в бесконечномерном пространстве, не может быть огра­
ниченным.

Изучение операторных уравнений второго рода начнем 
с важных предварительных результатов об операторах вида 
Л — А, А  € <т(Х) (или XI — А), на основе которых доказываются 
знаменитые теоремы Фредгольма. Покажем, что такие опера­
торы являются нормально разрешимыми.

О пределение 3.1. Оператор В  называется нормально 
разрешимым, если R{B)  =  R(B) .

Для нормально разрешимых операторов уравнение В х  =  у 
разрешимо для у  из замкнутого множества R(B) ,  следователь­
но, в случае линейного оператора В  из множества, являюще­
гося подпространством.

Замкнутость области значений чрезвычайно важна, так как 
в силу теоремы Банаха об обратном операторе оказывается, 
что нормально разрешимые операторы вида I  — А,  в отличие 
от вполне непрерывных операторов А,  имеют ограниченный 
обратный оператор.

У тверж дение 3.1. Пусть X  — банахово пространство и 
А : X  —>■ X  — вполне непрерывный оператор. Тогда области 
значений операторов I  — А  и I  — А* являются подпростран­
ствами в X  и X * , соответственно.

Д оказательство. Рассмотрим произвольную последова­
тельность {уп} С R( I  — А),  сходящуюся к точке уо. Тогда пай-



дется последовательность { хп} С X  такая, что

( /  -  А )хп =  уп У п е  N.

Покажем, что предельная точка уо € R( I  — А).  Для этого рас­
смотрим несколько возможностей для {хп}.

1) Пусть последовательность {хп} ограничена, тогда после­
довательность { Ахп} компактна. Отсюда следует, что последо­
вательность {хп =  Уп +  А хп} тоже компактна. Значит, можно 
выделить подпоследовательность {хПк }, сходящуюся в банахо­
вом пространстве X  к точке Xq при к —> оо. Отметим, что 
для любого к G N справедливо равенство хПк =  уПк +  АхПк. 
Переходя в этом равенстве к пределу при к —> оо, получаем 
хо =  Уо +  Ахо- Следовательно, уо =  x q  — Axq, т . е. уо € R (I  — A).

2) Пусть последовательность {жга} не ограничена и N  — 
ядро оператора I  — А. Для любого натурального п введем рп — 
расстояние от хп до N . Согласно определению рп как нижней 
грани расстояний от хп до элементов из N  найдется zn € N  
такое, что

Если последовательность {рп} ограничена, то, как в первом 
случае, заменяя хп на хп — zn , получаем уо € R( I  — А).

Оказывается, что случай, когда последовательность {рп}  
является неограниченной, невозможен. Доказательство этого 
факта можно посмотреть в [2]. Таким образом, доказано, что 
любая предельная точка множества R ( I —A ) ему принадлежит, 
следовательно, область значений оператора І —А  является зам­
кнутым множеством. ■

Для доказательства теорем Фредгольма, наряду с замкну­
тостью области значений нормально разрешимого оператора 
В =  I  — А,  важную роль играет ядро оператора В*:

N(B*)  =  { y e Y * :  В*у  =  0}



и множества, ортогональные к нему. Введем два типа ортого­
нальных дополнений в банаховых пространствах.

О пределение 3.2. Пусть X  — банахово пространство. 
Ортогональное дополнение М 1- к линейному многообразию 
М  С X  определяется равенством

М ± := { / € X* : {х, / )  =  0 Ух € М}.

Ортогональное дополнение ^ N  к линейному многообразию 
N  С X*  определяется равенством

± N  : = { х е Х  : {х, / )  =  О V/ € N} .

Упражнение 3.1. Докажите, что множество М 1- является 
подпространством в X , а множество — подпространством в 
X * .

У тверж дение 3.2. Пусть D (B ) =  X .  Тогда справедливы 
равенства

N(B*)  =  R ( B) ± , R(B)  =  ± N(B*) .  (26)

Д оказательство. Отметим, что условие D ( B ) =  X  обеспе­
чивает существование сопряженного к В  оператора и докажем 
первое равенство. Пусть /  € N(B*) ,  тогда по определению со­
пряженного к В  оператора имеем

( B x , f )  =  ( x ,B*f )  =  0.

Это означает, что /  € Н(В)^~, т. е. доказано включе­
ние N(B*)  С R(B')^-. Чтобы доказать обратное включение 
R (B )1- С N(B*) ,  возьмем /  € R(B)-1-, т. е. такой, что 
(Вх,  / )  =  0 для х € D(B) .  Тогда из условия D ( B ) =  X  по­
лучаем равенство {х, В */)  =  0 для всех х € X ,  т. е. /  € N(B*) .



Таким образом, доказано обратное включение и, следова­
тельно, равенство N(B*)  =  ЩВ)-1.

Докажем второе равенство R ( B ) =  ^~N(B*). Применим ор­
тогональное дополнение к равенству N(B*)  =  R(B)-L, получим

± N(B*)  = х ( Щ В ) ^  э  R{B).

Поскольку, как мы отмечали, любое ортогональное 
дополнение — это замкнутое множество, отсюда следует, что 
и замыкание R(B)  принадлежит ^~N(B*): R(B)  С -1- N(B*) .

Если докажем обратное к этому включению, эквивалентное 
следующему включению для дополнений:

1 \ Щ с 1 \ х N(B*) ,

то будет доказано второе из соотношений (26).
Пусть уо € X  \  R(B) .  Покажем, что в этом случае 

j/о € X  \-*- N(B*) .  По второму следствию из теоремы Хана — 
Банаха существует функционал /о такой, что

М Ж Щ )  =  0 & / 0 (2/0 ) =  і.

Тогда для /о имеем /о € N(B*)  & / 0 (2/0) ф 0. Следовательно, 
у о С Х ^ Щ В * ) .  U

Следствие. Для гильбертова пространства Н  имеет место 
равенство

Я  =  N(B*)  ф R(B) .

В случае нормально разрешимого оператора В  это равенство 
принимает вид:

Н  =  N{B*)  ® R{B),  

в случае эрмитово самосопряженного оператора В:

Н  =  N ( B)  ф R(B) .

Теперь мы готовы перейти к обсуждению теории Фредголь­
ма (Рисса — Шаѵдера). Рассмотрим уравнения, лежащие в ос­
нове теории Фредгольма:



(FI) (I - A ) x  =  y ,

(F2) { I - A ) x  =  О,

(F3) ( /  — A*)u =  v,

(F4) ( І - А * ) и  =  О,

и сформулируем три теоремы, составляющие теорию.

Теорема 3.1 (первая теорема Ф редгольма). Пусть 
X  — банахово пространство и А : X  —>■ X  — вполне непрерыв­
ный оператор. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1) уравнение (F1) имеет решение для любого у  € X;
2) уравнение (F2) имеет единственное нулевое решение;
3) уравнение (F3) имеет решение для любого ѵ € X*;
4) уравнение (F4) имеет единственное нулевое решение.
При любом из этих условий операторы (I  — А )_1, (I — А *)~1

существуют и ограничены.

Теорема 3.2 (вторая теорема Ф редгольма). Пусть 
X  — банахово пространство и А : X  —> X  — вполне непре­
рывный оператор. Тогда размерности ядер операторов I  — А т 
I  — А* конечны и совпадают.

Теорема 3.3 (третья теорема Ф редгольма). Пусть 
X  — рефлексивное банахово пространство и А : X  —>■ X  — 
вполне непрерывный оператор. Тогда для того, чтобы уравне­
ние (F1) имело хотя бы одно решение, необходимо и достаточ­
но, чтобы любое решение уравнения (F4) было ортогонально 
правой части уравнения (F1):

(I  — А)х =  у  Ѵи : ( /  — А*)и =  0 , (у, и) =  0 .

Доказательство третьей теоремы Фредгольма сразу сле­
дует из соотношений, полученных нами в утверждении 3.2 
для случая нормально разрешимого оператора В =  I  — А: 
R ( I - A )  = х N ( ( I - A ) * ) .



Доказательство второй теоремы Фредгольма проводится в 
два этапа. На первом этапе устанавливается конечная размер­
ность ядер операторов I  — А  и I  — А* с помощью теоремы 2.15. 
А именно, пусть М  — произвольное ограниченное множество, 
лежащее в N ( 1  — А).  Поскольку оператор А  является вполне 
непрерывным и отображает множество М  на себя, заключа­
ем, что ядро N ( 1  — А) является локально компактным. В силу 
теоремы 2.15 это означает, что ядро оператора I  — А  имеет ко­
нечную размерность. Аналогичным образом устанавливается 
конечная размерность ядра оператора I  — А*.

Доказательство второго этапа — совпадения размерностей 
ядер операторов І —А  и І —А* — можно найти в [2, 3]. Важность 
этой теоремы состоит в том, что надо проверять лишь конечное 
число условий теоремы 3.3.

Д оказательство первой теоремы Фредгольма проведем 
для случая, когда X  — банахово рефлексивное пространство, 
по круговой схеме:

1 ) ^ 2 ) ,  2) =4-3), 3) =4-4), 4 ) ^ 1 ) .

(Приведенное в [2] доказательство без требования рефлексив­
ности X  не проходит для импликации 2) =4> 3).)

1) =4- 2). Дано R( I  — А) =  X.  Доказывать 2) будем от 
противного: допустим, что ядро оператора (I  — А) ненулевое, 
т. е.

N\  := {х € X  : х — Ах  =  0 } ф {0 }.

Пусть х\  €  N \  и х\  ф 0. Рассмотрим уравнение (I  — А)х =  Х \ .  

По условию, оно имеет решение. Пусть х 2 — решение этого 
уравнения. Тогда в силу равенств (I — А)2х 2 =  (I — А )х \ =  0 
получаем, что

x 2 e N 2 : = { x e X  : ( І -  А) 2х =  0}, ІѴі С N 2.

Указанное включение строгое, так как х 2 € N 2, но х 2 ^  N\,  
иначе оказалось бы, что х\  =  0 .



Продолжая этот процесс, получим

N i  С  N 2 С  N 3 С  • • • С  Nn С  Nn+1 С  . . .

По лемме Рисса о почти перпендикуляре в каждом Nn найдется 
элемент zn такой, что \\zn \\ =  1 и \\х — zn \\ > 1 / 2  для любого 
ж €  N n _ і .

Рассмотрим последовательность {Azra}, она компактна, так 
как А  вполне непрерывен. Однако можно провести оценки и 
показать, что || A zn — Azm|| > 1 / 2  для т >  п (см. [2 ]), и таким 
образом прийти к противоречию.

2) =>3). Учитывая рефлексивность пространства: X** =  X  
(как понимать такое равенство, мы много раз обсуждали), мо­
жем уравнение (F2) записать как ( /  — А**)х =  0. Тогда рас­
сматриваемая импликация следует из равенства

поскольку в случае N{{1  — А)**) =  {0 } имеем R(( I  — А)*) =  X.
Импликация 3) => 4) доказывается аналогично 1) => 2), 

а импликация 3) => 4) — аналогично 2) => 3). По теореме 
Шаѵдера оператор, сопряженный к вполне непрерывному, тоже 
вполне непрерывный.

Переходим к заключительной, очень важной с точки зре­
ния корректности задачи, части доказательства. Ограничен­
ность обратных операторов ( /  — А) ~ 1 и (I — А *)~1 следует из 
замкнутости области значений прямых операторов (I — А) и 
(I — А*) и теоремы Банаха об обратном операторе. ■

Упражнение 3.2. Проверьте, существует ли решение уравне­
ния

в пространстве Ьг[—1,2]. Если существует, то решите уравнение 
с заданной правой частью y(t) =  t, если нет, то замените у так, 
чтобы существовало решение уравнения и найдите его.

R( ( I  — А)*) = х N ( ( I - A ) * * )



Упражнение 3.3. Запишите конкретное интегральное урав­
нение Фредгольма второго рода с самосопряженным оператором и 
решите его, используя теорию Фредгольма и теорему Гильберта — 
Шмидта (раскладывая правую часть и неизвестное в ряд Фурье по 
собственным функциям интегрального оператора).

3 .2 . У р ав н ен и я  п ер в ого  р о д а . 
Р егу л я р и за ц и я  н ек ор р ек тн ы х за д а ч

Пусть X , Y  — ЛНП. Рассмотрим операторное уравнение 
первого рода

Ах =  у  (27)

с вполне непрерывным оператором А : X  —> Y . Если у операто­
ра А  не существует обратного, то задача (27) является некор­
ректной. Если обратный оператор А - 1  : Y  —> X  существует, 
то он является неограниченным, так как единичный оператор 
І х  =  А ~ ХА, І у  =  А А ~г не является вполне непрерывным в 
бесконечномерном пространстве, т. е. и в случае существова­
ния обратного оператора задача (27) является некорректной.

Для задачи (27), если при некоторой правой части у о су­
ществует решение Х о ,  н о  задана правая часть с погрешностью: 
\\уо — Уё II < S, то если и существует х$ — решение уравнения 
Axs =  у8, то при стремлении 5 к нулю в общем случае оно не 
стремится К  X q .

Вместо оператора А - 1  : Y  —> X  здесь вводится семейство 
ограниченных операторов Ra : Y  —> X ,  зависящих, как прави­
ло, от положительного параметра а  и регуляризѵющих задачу.

О пределение 3.3. Пусть А : X  —> Y  — вполне непрерыв­
ный оператор и параметр а  >  0 . Семейство {Ra} зависящих от 
параметра а  операторов Ra : Y  —>■ X  называется регуляризую- 
щим семейством задачи (27), если

1) Ra € L(Y, X ), а  >  0;



2 ) существует такая зависимость а  =  а(ё): а ( 6) -----> О
что 8->о

Ra(6)V6 5^0
Каждый оператор семейства Ra (при конкретном значении 

параметра а) называется регуляризующим оператором.
Смысл регуляризующего оператора Ra , а  > 0, понятен: он 

на приближенных значениях у$ стремится к оператору А , но 
не просто при условии а  —>• 0 , а только при определенном со­
гласовании параметра регуляризации а  с параметром погреш­
ности 6: a(S) 0  при <5 —» 0 .

Андрей 
Николаевич 

Т ихонов 
(17.10.1906 -  
8.11.1993)

Валентин 
К онстантинович 

Иванов 
(18.09.1908 -  
30.10.1992)

Михаил 
Михайлович 
Лаврентьев 
(21.07.1932 -  
16.07.2010)

Основоположниками теории и методов решения некоррект­
ных задач в 60-70-е годы прошлого века были российские мате­
матики А. Н. Тихонов, В. К. Иванов и М. М. Лаврентьев. Один 
из них — член-корреспондент АН СССР В. К. Иванов, внесший 
важный вклад в развитие разных областей математики, дол­
гое время работал в Уральском государственном университе­
те им. А. М. Горького и заведовал кафедрой математического 
анализа. Методы регуляризации некорректных задач позволи­
ли решить многие практически важные задачи, для которых



не было устойчивых методов решения. Среди наиболее извест­
ных методов — метод регуляризации Тихонова, метод квази­
решений Иванова и метод Лаврентьева — сведения уравнений 
первого рода к уравнениям второго рода.

Достаточно подробно изучив уравнения второго рода, мы 
рассмотрим метод регуляризации Лаврентьева в его простей­
шем варианте. При этом покажем использование техники раз­
ложения в ряды Фурье по собственным функциям оператора, 
о которой мы не раз говорили ранее.

Теорема 3.4. Пусть А  — эрмитово самосопряженный, 
вполне непрерывный, положительный оператор в гильберто­
вом пространстве Н,  имеющий обратный. Пусть известно, что 
уравнение (27) имеет решение х при правой части у, но за­
дана правая часть с погрешностью: \\у — у$\\ < 5. Тогда 
Ra =  (a l  +  A) ~ l , a  > 0, является регуляризѵющим операто­
ром.

Доказательство. В соответствии с выбранным методом 
будем строить регѵляризованное решение ха & как решение 
уравнения второго рода:

В силу наложенных на оператор А  условий в Н  существует ор- 
тонормированный базис {ек}, состоящий из собственных векто­
ров оператора А, отвечающих собственным значениям \ к > 0: 
Afc —> 0 при к —> оо. Таким образом, запишем разложение в 
ряды Фурье элементов х , у  (неизвестных) и заданного у$:

Тогда уравнение (28) записывается следующим образом:

( а і  +  А )ха,б =  Уё- (28)

к= 1 к= 1 к= 1



Чтобы получить оценку для нормы \\х — xats\\, ее традиционно 
разбивают на два слагаемых:

ОО

\\х Жа;(5І| ^  ||ж Жо, 11 11 Жо, Жа,<5І|) %а •— %а,0і %а — ^  кСк.
к= 1

Кроме того, как обычно в гильбертовом пространстве, удобнее 
получать оценки для квадратов норм. Имеем

оо

ЙІІ2 =  XУ ^ Х» ) к  -  { х а ,&)к? =1 1 Жи  ̂,,
к = 1 
ос

= Е  -  ( ю Ы '2 £

Отсюда сразу видно, как надо согласовать параметры а  и ё, 
чтобы норма разности \\ха — ж^Ц 2 стремилась к нулю при 
5 —> 0. Для этого достаточно, чтобы ^ —>■ 0.

С оценкой второй нормы разности
ОО

||ж -  ж« | | 2 =  ^2 (хк -  (ха)к)2а \\ — /  у̂̂ /с y^aj 
к= 1

сложнее: чтобы показать, что она стремится к нулю, эту сумму 
придется разбить на две суммы:

5 ^[жк ~  (ха)к]2 =  ^  
к = 1 к = 1

°° Г і 1 ^ 2

Л  к а  +  Х к УI <

N  ,  ч 2 оо

S Е (л„(а +А„)) + Е ѵі
к=1  4 ІѴѴ ІѴ7/  k = N + 1

Сначала выбирается номер N  так, чтобы вторая сумма, рав­
ная остатку сходящегося ряда YlkLi у \  =  ІМІ2) была меньше 
заданного е/2, затем при выбранном N  параметр а  выбирает­
ся настолько малым, чтобы первая сумма была меньше е / 2 .



В итоге мы показали, что норма разности \\х — ха \\ может 
быть сделана как угодно малой за счет выбора малого пара­
метра а, а норма разности \\ха — ха>$\\ — за счет согласования 
параметра а  с параметром 5 таким образом, чтобы дробь ^ 
стремилась к нулю при 5 —> 0. Следовательно, при выбранном 
согласовании параметров а  ш 5 имеем \\х — xats\\ —> 0 при 5 —> 0.

Таким образом, показано, что операторы Ra , определяемые 
соотношением Rays = (ск +  А )~ 1у$ =  ха$, являются регѵляри- 
зѵющими для задачи (27). I

3 .3 . Д и ф ф ер ен ц и а л ь н о -о п ер а т о р н ы е  ур ав н ен и я . 
П р и м ер ы

Простейшее дифференциально-операторное уравнение — 
это дифференциальное уравнение первого порядка с ограни­
ченным операторным коэффициентом А : X  —>■ X  в банаховом 
пространстве X:

(̂ ~  =  Au(t),  t  >  0 . (29)

Здесь u(t ) при каждом t — это элемент пространства X .  На­
пример, если X  =  С[а,Ь\, то u(t ) =  u( t , x ) , x  € [а, Ъ] — при 
каждом t > 0 непрерывная по х функция. Производная dû  
определяется как производная по параметру t в пространстве 
X:

du(t) u(t  +  At)  — u(t)
dt  At—s-o A t

Как и в теории обыкновенных дифференциальных уравнений, 
для такого уравнения обычно ставится задача Коши:

=  Au(t),  t  >  0, -u(O) =  uo■ (30)

Решение задачи Коши можно строить следующим образом:



Построенный ряд сходится абсолютно для любого t  >  0, так
л ^  Р Ікак оператор А  ограничен и сходится ряд из норм: у   ̂———.

к=О

Упражнение 3.4. Для оператора А =  ^ ^ ’ ^ucmsyw- 

щего в пространстве (R2, ||x||e), постройте оператор etA, t  > 0 .

Упражнение 3.5. С помощью оператора etA, t  > 0, найдите 
решение задачи Коши для системы обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений:

( u[(t) =  3wi(t) + 2v>2(t), t > 0, мі(0) = 1,
\  м2 W = 2«i(t) +  3u2(t), t > 0 , «2(0 ) =  —1 .

Упражнение 3.6. Запишите задачу (30) с конкретным, вы­
бранным вами, интегральным оператором А. Что можно сказать 
о решении этой задачи?

Упражнение 3.7. Докажите, что с помощью оператора etA 
по формуле, обобщающей формулу Коши из теории ОДУ, можно 
построить решение неоднородной задачи Коши:

 ̂  ̂ = Au(t) +  g(t), t > 0, w(0) = uq.

Аналогичным образом можно строить и решение задачи 
Коши для уравнения второго порядка с ограниченным обра­
тимым оператором В  в банаховом пространстве X:

 ̂̂ 2  ̂ =  B 2u(t), t  >  0, и{ 0) =  Но, и'(0) =  и\, (31)

u (t) =  B ~ l sin t B  u\ +  cos t B  uq,

где sin t B  и cos t B  определяются соответствующими степен­
ными рядами. Задача Коши (31) для уравнения второго 
порядка в банаховом пространстве X  заменой переменных 
v,(t) =  {■«(£),?/(£)} может быть сведена к задаче Коши для



уравнения первого порядка в банаховом пространстве X  х X  с 
матричным оператором

А - [  °  1Л “  1 В 2 О

Известные задачи из курса математической физики также 
приводят к задачам Коши вида (30), но уже с неограниченными 
операторами А. Знакомым вам простым примером такой зада­
чи является задача Коши для уравнения теплопроводности с 
оператором А =  в банаховом пространстве X , например, в 
L 2(К), однородная:

=  * >  О ,*  € R , .<0 , * ) = / ( * )  (32)

и неоднородная: 

d u( t , x ) d 2u( t , x )
dt  д х 2

+ g(t ,x) ,  t >  0 , x £ R, u(0,x)  =  f (x) ,

где g(t, •) при каждом t  >  0 принадлежит пространству X .
Приведем еще примеры задач Коши для уравнений с 

неограниченными операторами, возникающих в разных обла­
стях математики и естествознания.

Рассмотрим задачу Коши для уравнения с оператором 
А =  в L2 (M) или в Со(М) — пространстве непрерывных 
функций, стремящихся к нулю на бесконечности:

=  t > 0' X € R t  ф , х) =  т . (33)

Непосредственной проверкой легко убедиться в том, что при 
условии /  € D(A)  решение этой задачи имеет вид и(х, t) =  
=  f ( x  +  t). В силу конструкции решения это уравнение назы­
вают уравнением сдвига.

В квантовой механике движение частицы (системы) в по­
тенциальном поле с потенциалом V  =  V  (t, х) описывается вол­
новой функцией ф, которая является решением задачи Коши



Я2для уравнения Шредингера с оператором В  =  — 
называемым оператором Гамильтона:

г — -  =  £ > ^ (£ , ж ), t >  О, х G М , -0 (0 , ж ) =  / ( ж ) .

Эту задачу легко привести к виду (30) с неограниченным one- 
ратором А  =  — i V( t , x )  в пространстве L2 (М). Отметим, 
что квадрат модуля волновой функции имеет вероятностную 
интерпретацию, а именно, |^(t, х )\2 — плотность вероятности 
нахождения частицы в момент времени t в точке х.

Андрей Николаевич 
Колмогоров 

(12.04.1903 -  20.10.1987)

В заключение отметим еще задачу Коши для прямого 
уравнения Колмогорова, возникающую в теории случайных 
процессов при исследовании эволюции определенного класса 
марковских процессов. В зависимости от свойств изучаемо­
го процесса соответствующее уравнение Колмогорова может 
содержать дифференциальный, интегральный или интегро- 
дифференциальный оператор А , в общем случае, неограничен­
ный.

Упражнение 3.8. Решите задачи Коши (32) и (33) с помощью 
метода преобразования Фурье (см. равенство (17)).



3 .4 . К о р р ек т н о ст ь  абстр ак тн ой  за д а ч и  К ош и

Теория корректности абстрактной задачи Коши

=  Au(t),  t  >  0, -u(O) =  /  (34)

с неограниченным оператором А  носит название теории сильно 
непрерывных полугрупп операторов, или полугрупп класса Cq. 
Здесь в роли экспоненты etA служит семейство {U( t ) , t  > 0} — 
операторов решения задачи (34):

u(t) =  U (t ) f , t  >  0 .

Иногда эти операторы U (і), как и в случае ограниченного опе­
ратора А, обозначают etA.

О пределение 3.4. Семейство линейных ограниченных 
операторов {U(t) ,  t  >  0 }, действующих в банаховом простран­
стве X  и удовлетворяющих условиям

(Ul) U(t  +  h) =  U(t)U(h),  t , h >  0 ;

(U2) U (0) =  /;

(U3) и(-) — операторная функция сильно непрерывная по 
t >  0 для любого х € X,

называется полугруппой класса Со.
Здесь (U1) — это и есть полугрупповое условие относитель­

но операции умножения ограниченных операторов, а по усло­
вию (U3) Х-значная функция Ux =  lJ(t)x является непрерыв­
ной по t >  0 .

О пределение 3.5. Оператор, определяемый следующим 
образом:

U'{0)f  := lim h~l (U(h) -  / ) / ,  (35)



D ( U ' m  =  { / € X  : 3 \ \ m h ~ l (U(h) -  /) /} ,
/і—s- о

называется генератором семейства {U(t) ,  t  >  0 }.

О пределение 3.6. Задача Коши (34) называется равно­
мерно корректной, если для любого /  € D(A)  существует 
единственное решение, удовлетворяющее условию устойчиво­
сти (равномерно на [0 ,Т]):

sup \\u(t)\\ <  M\\f\\ .  
іф,Т]

Критерий равномерной корректности задачи Коши да­
ет теорема, названная теоремой Миядеры — Феллера — 
Филлипса — Хилле — Иосиды (МФФХИ) в честь исследова­
телей, которые внесли решающий вклад в теорию полугрупп 
операторов и исследование абстрактной задачи Коши.

Теорема 3.5 (теорема М Ф Ф Х И ). Пусть А — линейный, 
замкнутый, плотно определенный в X  оператор. Тогда следу­
ющие утверждения эквивалентны:

(i) задача Коши (34) является равномерно корректной;
(ii) А  — генератор полугруппы операторов {U(t) ,  t  > 0} 

класса Со;
(iii) R( А) := R a (^) — резольвента оператора А  определена 

в полуплоскости Аш =  {А € С : Re  А > со} С р(А)  и удовлетво­
ряет условиям МФФХИ:

ЗС > 0 3w € М : ѴА € Аш Ук € N0 =>
Ск\

R(k\ А) <
L(x) (ReА -  ш)к + 1 '

При выполнении любого из условий (і)-(ііі) решение задачи 
(34) существует и имеет вид u(t) =  U( t ) f ,  t >  0 , /  € D(A).



Благодаря известному резольвентному тождеству:

R(X)R(fi) =  Щ -— ® , Х,(і £ р(А)Л — р
можно установить связь между степенями резольвенты и ее 
производными:

Е 2 (А) =  Д'(А), . . . ,  n\Rn+l {X) =  Е (га)(Л).

Тогда условия МФФХИ можно записать следующим эквива­
лентным образом:

ЗС >  0 € М : ѴЛ € Аш Ук € N R k( А) С<
L(x) (ReX — ш)к '

Условие с константой С =  1 — частный случай условий 
МФФХИ, называется условием Иосиды:

ЗС >  0 Зш € М : ѴЛ € Аш => ||-R(A)||Lpq < ^  •

В этом случае не надо проверять бесконечное число условий 
МФФХИ, они выполняются при одном условии Иосиды. В ре­
альных моделях часто выполняется именно это условие, напри­
мер, для резольвенты оператора дифференцирования второ­
го порядка в уравнении теплопроводности (32) в пространстве 
Ы  R ).  ‘

Доказательство теоремы МФФХИ проводится по круговой 
схеме:

(і) ^  (И) ^  (ііі) ^  (і).

Вместо того, чтобы проводить доказательство этой схемы, при­
ведем подробное доказательство свойств полугрупп класса Со, 
на которые опирается, а вернее, из которых следует доказа­
тельство утверждений теоремы (см., например, [4]).

В заключение курса линейного функционального анализа, 
при доказательстве свойств полугрупп повторим почти всю



главу, относящуюся к линейным операторам в банаховых про­
странствах, демонстрируя таким образом применение изучен­
ной теории при исследовании задач, отражающих реальные мо­
дели. Доказательство каждого из свойств (S1)-(S6) полугрупп 
класса Со (S от англ. semigroup) будем проводить сразу после 
формулировки этого свойства.

(51) Полугруппа класса Со является невырожденной, т. е. 
U( t ) f  =  0 для всех t  >  0 влечет /  =  0 .

Доказательство. Действительно, если U( t ) f  =  0 для каж­
дого t  >  0 и некоторого /  € X ,  то свойство сильной непрерыв­
ности (U3) влечет

£/(0 ) /  =  lim £/(£)/ =  0 ,
t —S-0

и в соответствии со свойством (U2) получаем U(0) f  =  /  =  0. 
■ '

(52) Операторы полугруппы класса Со коммутируют с ге­
нератором на его области определения D (U '(0)).

Доказательство. Это свойство следует из определения ге­
нератора и свойства коммутируемости полугрупповых опера­
торов (операторов решения задачи Коши (34)):

U ( t ) U \ 0 ) f  =  U{t) lim h~l (U(h) -  I ) f  =  /i—s-o
= lim h~l (lJ(h) — I ) U( t ) f  =  /l—s-o

dU(t) r u- 1f  =  lim h ~ \U ( t  +  h) -  U( t ) ) f  =
dt h^O

=  \ \ m h - \ U ( h ) U ( t ) - U ( t ) ) f  =/l—s-o
=  lim h - \ U ( h )  -  I ) ) U( t ) f  =/l—s-o
=  U' (0)U( t ) f  = U(t )U' (0) f ,  /  € D( U' (0)). ■

Из этого свойства следует, что U (t ) f , где /  из области опре­
деления генератора А,  является решением абстрактной задачи 
Коши (34).



(53) Генератор полугруппы класса Со является замкнутым 
оператором.

Доказательство. Пусть f n € D (U '(0)), / га —> /  и 
U'(0)fn —> д, тогда свойство непрерывности полугрѵпповых 
операторов по t вместе со свойством 2 ) влекут:

/Г 1 (U(h) - I ) f n =  h~l I H dU(- f fn ds =  h~l I H U(s)U'(0)fn ds.
Jo ds J о

Здесь абстрактный интеграл Римана (называемый интегралом 
Бохнера) определяется, как обычно, через предел интеграль­
ных сумм в пространстве X  при стремлении к нулю диаметра 
разбиения множества изменения аргумента. Переходя к преде­
лу при п —> оо, получаем

&
h~l (U(h) -  I ) f  =  ЪГ1 U{s)g ds.

Jo

Правая часть этого равенства равна д при h —> 0. Отсюда 
/  € D {U '{0)) и д =  U'(0)f .  U

(54). Генератор полугруппы класса Со является плотно 
определенным оператором.

Доказательство. Чтобы доказать это свойство, рассмот­
рим множество

Y  := j-ua;b =  J  U ( s ) f  ds, f  е Х ,  0 < а <  б |

и покажем, что Y  принадлежит области определения генера­
тора D ( U f(0)) и является плотным в X .  Для любого элемента 
иа, ь € У  имеем

г-Ь
h~l (U(h) — І)и а>ъ =  h~l (U(h +  s) — U (s ) ) f  ds =

J  a

=  h~l (  f U( t ) f  dt — f U (s ) f  d s \  =  
\ J a —h  J a  /
/  rb-\-h ra-\-h \

= h~l ( J  U( s ) f d s  — J  U ( s ) f d s ) .



Переход к пределу при h —> 0 в последнем выражении приводит 
к тому, что

h~l (lJ(h) -  / ) иа ь ----- >■ (U (6) -  U (а)) /,/і—S- о

следовательно, /  € D (U '(0)).
Теперь покажем, что Y  плотно в X , тогда D (U '(0)) D Y  

плотно в X . Покажем от противного: предположим, что Y  ф X . 
Тогда по следствию из теоремы Хана — Банаха существует 
ненулевой функционал F  € X *, равный нулю на подпростран­
стве Y , т. е. для всех 0 < а <  Ъ

F{uayb) =  f  F ( U (s ) f ) ds =  0.
J a

Следовательно, F ( U { s ) f ) =  0, s >  0, для любого /  € X  и 
непрерывность функционала влечет

F( U( s ) f )  -----> F ( f ) =  0 для любого /  € X.
s - >  О

Это означает, что F  =  0. Полученное противоречие доказывает 
равенство Y  =  X .  Следовательно, плотно в X  и содержащее Y  
множество D ( U ' ( 0)), т. е. D(U'(0 ))  = X .  U

(S5). Полугруппа класса Со — это семейство линейных экс­
поненциально ограниченных операторов:

З С  > 0  3w V t >  0 ^  \\U(t)\\L{X) <  С еші.

Отметим, что появившиеся в этом свойстве константы С шш яв­
ляются теми константами, существование которых утвержда­
ется в условии МФФХИ.

Д оказательство. Чтобы показать экспоненциальную 
ограниченность, возьмем t >  0 и представим его в виде 
t =  п-\- s ,n  (£ No, 0 < s <  1. Тогда из полугрѵппового равен­
ства (U1) получаем представление U(t) =  Un(l)U(s) .  Равно­
мерную ограниченность ||J7(s)|| по 0 < s <  1 получаем из силь­
ной непрерывности операторов полугруппы и принципа равно­
мерной ограниченности. Отсюда



ЦГЛОІІдх) < C||(./(i)|l2m  =
где С  =  sup \ \U(s)\ \ax)  < оо-

0 < s< l
Если In ||C/(1)||l(x) < 0) T0 II^WIIl(x) < C ,  m в э т о м  случае 

полугруппа {U(t) ,  t > 0 } просто ограничена (экспоненциально 
ограничена с ш =  0 ).

Если In \\U(l)\\L(x) >  0, то имеем

\\U(t)\\L{X) < Ce(ra+s)ln||c/(1)llL(x) =  Cetln||c/(1)I|L(X) =  С еші,

где ш =  In \\и (1 ) \ \цх)-  _ ■
(S6 ). Существует С/(Л) — преобразование Лапласа от опе­

раторов полугруппы, и для каждого А € Аш оно совпадает с 
Ru'{о)М  — резольвентой генератора.

Д оказательство. Как известно, для каждой непрерывной 
экспоненциально ограниченной функции существует преобра­
зование Лапласа. Следовательно, для каждого А из полуплос­
кости Re А > ш существует преобразование Лапласа от опера­
торов полугруппы U (і):

^  рос
U ( X ) f =  e~xtU ( t ) f  dt, / e x .

Jo

При этом из оценки для нормы операторов U (А) следует оценка 
для нормы операторов U( А):

||с/(л)||іт  -  id r ^ ?  ReX>UJ-

Покажем, что преобразование Лапласа U совпадает с резоль­
вентой генератора полугруппы:

й ( \ )  =  (А/ -  и '(  О) ) - 1  =  R u>( 0)(А), Re А > ш.

Применим оператор IJ'(0) к интегралу в равенстве, определя­
ющем преобразование Лапласа при /  € D (U '(0)). Поскольку



IJ'{0) — замкнутый оператор, мы можем внести его под знак 
интеграла (интеграл — это предельная операция!). Далее, ис­
пользуя свойство (S2), получаем интегрированием по частям:

Р ОО РОС

и '{0) e~xtU( t ) f  dt =  e~xtU' (0)U( t ) fd t  =
Jo Jo

р о с

=  e~xtU' ( t ) f  dt =
Jo

РОС

=  X e~xtU ( t ) f d t - f ,  / €  D(U'(0)).  
Jo

Это равенство по непрерывности может быть продолжено на 
все X:

РО С

(Л/ — U'(0)) e~xtU( t ) f  dt =  f ,  f e x .
Jo

С другой стороны,
РОС

e~xtU { t ) { \ I  — U'(0)) f  dt =  f ,  f e D ( U ' ( 0)).
Jo

Из полученных равенств следует, что оператор XI — IJ'{0), 
Re  Л > и), обратим и имеет место следующее равенство:

РО С

( X I - и ' ( О ) ) - 1 =  e~xtU (t) dt.
Jo

Из ограниченности преобразования Лапласа на множестве 
{Л : R eX >  ш} следует существование резольвенты операто­
ра U'(0) в полуплоскости ReX >  ш и требуемое равенство для 
резольвенты. ■

Из полученного равенства для резольвенты и экспоненци­
альной оценки для полугруппы следуют оценки МФФХИ.

Упражнение 3.9. Постройте операторы решения задачи Ко­
ши для уравнения теплопроводности, рассматривая задачу в гиль­
бертовом пространстве Н =  ^(М) или Н =  Z/2 [0, Z] с нулевыми



граничными условиями. Проверьте? что эта задача Коши являет­
ся равномерно корректной.

я2Указание. Можно воспользоваться тем, что оператор А =  
является самосопряженным в пространстве І 2 , і  в случае Ьг[0 , /] 
использовать технику разложения в ряды Фурье, а в случае L2 (К) — 
технику преобразования Фурье.

На этом мы заканчиваем курс, который точнее надо назвать 
«Основы линейного функционального анализа с приложением 
к решению операторных уравнений». Хочется надеяться, что 
вы смогли оценить красоту и важность курса.

Литературы по функциональному анализу огромное коли­
чество. Мы приводим лишь небольшую часть, которая может 
оказаться полезной для более подробного знакомства с отдель­
ными разделами курса. В качестве основной литературы мож­
но выделить [2, 3, 5].
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